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同调 代数 自从 本 世纪 40 年 代 中 期 被 引进 以 来 ， 开 在 已 发 展 大 
为 代数 学 中 一 个 重要 的 分 支 ， 并 在 代数 学 的 其 他 分 支 中 越 来 越 体 
现 出 它 的 重要 作用 。 国 外 已 有 很 好 的 同调 代数 专 阁 , 例如 日 ,Car- 
tan 及 S. Eilenberg 的 《Homological Algebra3,P,J, Hilton 
及 U.Stemmbach 和 的 ¢A Course in Homological Algebra>, 
J.J,Rotman 的 《An Introduction to Homological Alge- 
bra3 等 等 。 所 提 到 的 这 些 专著 ， 内 容 丰 富 ， 各 有 许多 优点 ， 但 亿 
不 便于 初学 者 阅读 。 国 内 同调 代数 方面 的 专著 则 至 今 尚 不 多 见 。 
本 书 编写 的 目的 是 为 初学 同调 代数 的 读者 提供 一 本 便于 阅读 航 
入 。 四 
本 书 是 根据 编著 者 1984 年 者 以 来 以 JJ,Rotman 的 《Ar 
Inatrcduction to Homological Algebray 为 基本 教材 并 参 浇 
其 他 专 闭 驳 后 在 扬州 师范 学 陀 、 东 北上 师范 大 学 为 代数 研究 生 讲 课 
时 所 写 的 讲稿 修改 而 成 的 。 著 采用 本 书 作为 研究 生 的 同调 代数 把 
科 书 ， 可 以 每 周 4 学 时 ， 在 一 学 期 内 讲 完 。 

本 书 是 在 张 海 权 教授 的 或 舞 下 完成 的 。 听 课 的 研究 生 们 所 出 
了 很 好 的 意见 。 对 于 这 些 同 志 ， 谨 在 此 表示 襄 心 的 感谢 。 

胆 于 编著 者 水 平 的 限制 ， 书 中 很 可 能 有 不 当 其 至 错误 之 处 ， 
乓 证 谈 阁 批评 指正 。 


林子 炳 
1987 年 9 月 
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第 一 章 模 及 范 里 


模范 畴 到 模范 畴 的 国 子 Hom 与 他 和 它们 的 导 来 孙子 Ext 及 
Tor 是 同调 代数 的 基本 研究 对 象 。 因 此 ， 本 音 将 先 对 模 、 范 畴 及 
国 子 作 一 极其 初步 的 介绍 。 
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环 上 模 的 概念 是 域 上 向 量 空间 及 Abel 群 这 两 个 概念 的 共同 
的 县 然 推广 。 已 不 仅 是 同调 代数 中 的 重要 概念 ， 而 且 也 是 整个 代 
数学 中 的 重要 概念 。 

本 书 中 所 说 的 环 恒 是 含 单位 元 的 结合 环 ， 所 说 的 子 环 恒 含 原 
环 的 单位 元 ， 所 说 的 环 同 态 上 映射 恒 将 单位 元 映 到 单位 元 . 


1.1 模 的 定义 z 
定义 1.1 设 R 是 环 ，(M，+) 是 Abel 群 。 若 有 一 个 映射 
RxM—>M 
(fr, 171) 村 一 > ?I 
氏 足 
(1) 7(931 十 1112) = rm + rim,, Yr€E, Rn, mEM, 
(11) (ri+r2)m = rm + rn, Vriyrs ER, mEM, 
(ili) (rre)m = ri(rotm), vri,r2 ER, mEM, 
(yy 1m = 7, vm 人 EM, 


其 中 1 是 环 K 的 单位 元 ， 则 称 几 是 一 个 左 R- 模 。 有 了 时 也 用 nMM 表 
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示 必 是 一 个 左 R- 模 . 

当 放 是 左 K- 模 时 ， 由 左 R- 模 的 定义 知 ， 有 

7r0=0，VYVrE€kK; 其 中 0 是 (MM, + ) 的 零 元 ， 

r(—m)= rm, vr€ER, mEM, 

7 六 (11 一 1112) =rm -rms, Yr€ER, m, mEM, 

0m=0，Y mE€EMM; 其 中 左边 的 0 是 环 R 的 零 元 ， 

(m= rm, yr€ER, mEM,; 

(ri — rr) Mm = rm — fom, Vryrs ER, mEM. 

当 左 R- 模 MM 只 含 一 个 零 元 时 ， 称 MM 是 零 模 ， 零 模 用 0 来 记 . 

例 1.1 设 人 是 域 太 上 向 量 空间 . 对 于 a EF 及 x EW， 定义 
ax 是 天 构成 域 玉 上 向 量 空间 时 所 用 的 纯 量 乘法 的 积 ， 则 六 是 左 户 - 
使。 反之 ， 若 杂 是 左 已 - 模 ， 其 中 已 是 一 个 域 ， 则 M 恰 是 域 已 上 
向 量 空间 。 故 域 上 左 模 与 域 上 向 量 空间 这 两 个 概念 完全 一致， 

例 1.2 设 (M, + ) 是 Abel 群 ，Z 是 整数 环 . 对 于 正 整数 及 
XE€EM， 当 n=1 时 ， 定 义 1x=x, 当 1 宇 2 有 时 ,定义 NxX=x+x+.… 
+ x(n 个 x), 并 定义 (一 WD)x= 一 nx，0x=0， 则 AM 是 左 Z- 模 ， 反 
乙 ， 和 右 订 是 左 Z- 模 ， 则 易 知 对 于 正 整数 "及 xEM， 当 二 = 1 时 ， 
上 必 有 1x = x， 当 7 之 2 时 ， 必 有 NX=X+X+…: 二 人 X (n 个 x), 且 有 
(一 2)Xx= 一 nx 及 0x =0。 故 整数 环 上 左 模 与 Abel 群 这 两 个 概念 
完全 一 致 

例 1.3 设 大 是 域 忆 上 向 量 空间 。 命 R 是 天 的 全 体 线性 变换 
作成 的 环 。 这 里 当 j gER 时 ，(f +g) (xX)=f(x) + g(x), 
VxXEV; (fe)(x)=f(g(x)),，YxEV。 现在 对 于 fER 及 
XCV， 定 义 fx=f(x)， 则 洲 是 左 R- 模 , | 

例 1.4 设 R 是 环 ， 则 (R，+) 是 Abel 群 。 再 对 于 rER 及 
XCA, 定 义 rx 就 是 +r 及 x 在 环 尺 中 的 积 , 则 RR 是 左 忆 - 模 以 后 如 
无 特殊 声明 ， 凡 提 到 左 尺 - 模 尺 时 ， 恒 指 这 种 意义 下 的 堪 尽 - 模 ， 

类 似 地 有 右 模 的 概念 . | 

定义 1.2 设 R 是 环 ，(M, +) 是 Abel 群 。 车 有 一 个 觅 射 


8SL 模 3 


RxM——>M 
(fF, 1) 上 -一 > tir 
误 足 z 
(C1) (mit mo)r = mir + mf, Vmm EM, rER; 
(11) m (ri+ rs) = mri + mr,, vmEM, riyr, ER; 


Giii) m(rirs) = (mri) ry, vmEM, rorcRs 

(1yY) mi=m, ymEM, 

其 中 1 是 环 尺 的 单位 元 ， 则 称 几 是 一 个 右 R- 模 。 有 了 时 也 用 Mas 表 
示 放 是 一 个 右 R- 模 。 

当 MM 是 右 R- 模 时 ， 由 右 R- 模 的 定义 知 ， 有 

0r=0，YrER; 其 中 0 是 (M, + ) 的 零 元 ， 

(r= mr, vr€ER, mEM, 

(7771 一 me)r = mr ~ mor, vyr€ER, mi,m,€EM, 

m0= 0， vmEM,; : : 

m(—r)=— mr, yr€ER, mEM,; 

71 一 ”2) =mri~ mr Vriesro Eh, mEM. 

容易 知道 ， 域 上 布 模 与 域 上 向 量 空间 这 两 个 概念 也 是 完全 一 
致 的 。 回 样 ， 整 煞 环 上 布 模 与 Abel 群 这 两 个 概念 也 是 完 全 一致 
的 ， 又 ， 设 RR 是 环 ， 对 于 + ER 及 x ER， 定 义 xr 是 x 及 r+ 在 R 中 的 
积 ， 则 RR 是 右 R- 模 。 以 后 如 无 特殊 声明 ， 凡 提 到 右 R- 模 及时 ， 
恒 指 这 种 意义 下 的 右 R- 模 ， : 

当 玉 是 交换 环 时 ， 著 已 给 左 尺 - 模 M， 则 内 可 以 自然 地 成 为 
右 尺 - 模 ， 对 于 rE 尺 及 m EM， 定 义 mr = rm 同样 ， 车 已 给 右 开 - 
模 杂 ， 则 好 可 以 目 然 地 成 为 左 民 - 模 ， 对 于 rE 尺 及 maEM， 定 义 
rm = 717。 因 此 ， 当 尺 是 交换 环 时 ， 按 以 上 方式 ， 可 以 当然 地 将 
一 个 左 R- 模 同时 当 作 右 尺 - 模 ， 将 一 个 右 尺 - 模 同时 关 作 左 民 - 
模 。 在 这 种 意义 下 ， 对 于 交换 环 上 的 模 ， 无 需 区 分 它 是 左 槛 还 是 
右 模 ， 

模 的 概念 体现 了 一 种 表示 的 思想 , 设 R 是 环 , (MY, + ) 是 Abel 
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群 。 命 EndM 是 MM 的 所 有 群 自 同 态 映射 作成 的 环 。 这 里 ， 当 
f,g EEndMH, (f+ g) (Cm) = fm) + gm), VmEM; (fg) (Cm) = 
f(g00)), YmEM， 环 R 到 环 EndMM 的 一 个 环 同 态 有 映射 叫做 RR 到 
灯 的 一 个 表示 ,者 9 是 开 到 昼 的 一 个 表示 ,可 知 当 定义 rm = 9(r)(m) 
上 时, 几 束 成 为 左 R- 模 .反之 ， 若 已 给 左 R- 模 MM, 则 命 p: R 一 EndM 
是 r 一 >g(r)， 其 中 g(r) Cm) = rm， 就 得 到 RR 到 MM 的 一 个 表示 . 
对 于 右 模 ， 需 要 用 反 表 示 。 环 及 到 环 EndM 的 一 个 环 反 同 态 瑞 射 
则 做 下 到 六 的 一 个 反 表 示 。 若 pg 是 R 到 A 以 的 一 个 反 表 示 ， 可 知 当 z 
定义 fr = (7)(m) 上 时， 六 哎 成 为 右 RR- 模 。 反 之， 若 已 给 右 有 R- 模 
M， 则 命 g: R 一 >EndMW 是 ry>9(r)， 其 中 g(r)(m) = mr， 就 
得 到 站 到 冯 的 一 个 反 表 示 。 

土 述 表示 或 区 表示 的 思想 有 时 可 以 帮助 我 们 作 环 上 的 模 ， 或 
从 一 个 环 上 的 模 得 到 另 一 个 环 上 的 模 , | 

例如 ， 设 已 给 环 R 及 S， 并 设 已 给 左 R- 模 村 ， 车 有 一 个 坏 同 
态 映 里 9: 3 一 >R， 则 我 们 可 以 容易 地 使 几 成 为 左 S- 模 。 这 是 
因为 左 R- 模 以 确定 尺 到 放 的 一 个 表示 y: R 一 >EndM ,于 是 yp 就 
征 ” 到 好 的 -一 个 表示 。 因 此 ， 当 定义 sm = (yq9)(s)(m)， 也 即 当 
定义 Sm= 9(s)m 时 ，MHM 就 成 为 左 S- 模 。 

， 特 别 ， 设 1 是 环卫 的 理想 ， 则 有 环 R/T， 并 有 环 自然 同 态 映 
射 p; 一 RR/I，rF>r+ 了、 因此， 车 M 是 左 R/T- 模 ， 则 当 
起义 rm= 9(r)m， 也 四 当 定 义 rm = (r+ 了)m 寺 ， MM 成 为 左 R- 横 ， 
但 若 六 是 左 尺 - 模 ， 则 当 以 自然 的 方式 定义 (r+ 了 )x=rx 时 ， 一 般 
未 必 能 使 A 成 为 左 民 /7 - 模 。 为 了 弄 清 在 什么 情况 下 ， 当 定义 
(Cr+L4)xX=rx 时 可 以 使 左 尺 - 模 尽 成 为 左 尺 /7- 模 ， 我 们 先 记 

OAV =trE 开 IIrxy=0， vxEN), 
蕊 叫 伏 左 上- 模具 的 零 化 子 。 容 易 知 道 ，a,。N 恰 是 左 尺 - 模 N 确 
是 的 玉 到 全 的 表示 的 核 ，ainsNN = kery。 车 1 三 a,,,NVN， 则 命 
oo;, RR/I—>EndN 
r+ />y (7) 


Fa . _ 


了 时， 可 知 go 是 环 同 态 映 出， 也 妈 c 是 并/ 到 六 的 一 个 表示 。 闪 此 ， 
他 cas V， 则 当 定 义 (人 r+7)x=azr+7) (xxX)， 也 即 定 义 
(+LD)x=7X 时 ， 左 人 - 模 必 吏 成 为 左 代 /7 - 模 。 
由 左 玉 - 模 及 布 尺 - 模 的 定义 知道 ， 左 尺 - 模 的 理论 和 右 尺 -村 
间 理 论 是 平行 的 。 以 后 一 般 我 们 只 了 底 左 六- 模 来 进行 论述 ， 布 故 - 
杏 的 相应 结果 则 认为 是 自明 的 ， 
在 模 的 理论 中 ， 双 模 的 概念 有 着 重要 的 作用 ， 
定义 1.3 设 hR，S 是 环 ，(M 及 , +) 是 Abel 群 党 必 既是 左 
-可 ， 又 是 石 3- 模 ， 而 且 有 : . 
(rm)s=r(n5), yr€ER, SEEo， mm CN 
则 称 骨 是 左 R、 石 S 双 模 ， 或 称 训 是 (R,S)- 双 模 ， 
有 时 也 用 gM 表示 放 是 (CR,S)- 双 模 。 > 
例如 ， 设 敌 是 域 上 上 商量 空间 ， 则 亚 是 右 刁 - 模 。 命 尺 是 天 的 
”人 金 体 线性 变换 作成 的 坏 ， 则 贞 例 1.3 知 矿 是 左 及 - 模 。 因 为 明显 有 
(fx)a= f(xa), YFER, aEF, xEV, 
故 三成 为 ( 民 , 五 )- 双 模 ， 
又 容易 知道 ， 任 意 左 有 - 模 都 是 (R, 2)- 双 模 ， 任意 右 且 - 扫 
各 是 (<, 太 )- 双 模 ， 对 于 任何 环 尺 ，R 总 是 (R,)- 双 模 ， 


rr — me, 


1.2 子 模 、 商 模 

定义 1.4 ” 设 凡 是 左 R- 模 ， 奉 及 的 一 个 非 空 子 集 入 既是 (M， 
+ ) 的 子 群 ， 且 对 任何 r ER 及 y EN, 和 恒 有 ry EN， 则 称 入 是 左 
R- 模 MM 的 一 个 子 模 ， 

由 定义 立刻 知 站 ， 当 必定 左 全 - 模 列 的 子 模 峙 ， 对 于 r CR 及 
yEN， 定 义 ry 是 r 及 yy 在昌 中 的 积 ， 则 六 是 左 民 - 模 。 又 易 知 ， 方 
玉 - 模 型 的 一 个 非 空子 集 必 是 弄 的 子 模 ， 当 且 仅 当 闪 对 于 244 的 加 
法 封闭， 且 对 任何 rE 尽 及 yEN， 恒 有 ryEN， 

左 玉 - 模 凡 的 仅 由 (+) 的 零 元 作成 的 子 集 0 是 到 的 子 模 ， 
是 做 零 子 模 。 可 知 ， 对 于 任何 左 A- 模 邮 ，0 玉 蜡 总 是 明 的 子 兢 。 
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_ 例 1.5 域 凡 上 向 量 空间 大 是 左 已 - 模 。 可 知 左 刁 - 模 玉 的 子 模 

与 域 已 上 向 量 空间 斑 的 子 空 间 一 致 。 

例 1.6 ” 左 Z- 模 型 的 子 模 与 ( 凡 ，+ ) 的 子 群 一 致 。 

例 1.7 设 广 是 域 已 上 向 量 空间 , .x 是 的 一 个 线性 变换 。 命 
4 是 域 人 上 未 定 元 ， 则 有 环 F[ 各 对 于 f(4) EF[ 科 及 xEV 
定义 (Dx= 了 Cy)(x)， 则 收成 为 左 [ 和 - 模 。 可知 左 FL 和 J- 
模 信 的 子 模 与 六 的 对 .x 不 变 的 子 空间 一 致 | z 

例 1.8  ” 左 R- 模 R 的 子 模 与 环 R 的 左 理想 一 致 . 

若 {NN。la 站) 是 左 R- 模 MM 的 一 集 子 模 ， 则 易 知 站 N。 是 MM 


的 子 模 . 
”现在 介绍 一 种 构造 子 模 的 普遍 方法 . 设 X 是 左 R- 模 MM 的 一 个 
子 集 。 命 UV。 lwEy} 是 M 的 所 有 含 区 的 子 模 作 成 的 集 。 于 是 
站 N。 是 M 的 子 模 ， 它 叫做 生成 的 子 模 ， 记 作 <X>， 并 称 X 是 


< 的 一 个 生成 系 。 和 中 的 每 一 个 元 素 叫 散 <Xy 的 一 个 生成 元 
容易 知道 ，*X 是 内 的 含 X 的 最 小 子 模 ， 即 若 M 的 子 模 N 含 各 
则 NN 必 含 (XY; 。 又 易 知 空 集 $ 生 成 的 子 模 (办 是 零 子 模 ， 必 ;= 0 
MX={xelB EK}EGH, 可 OX ={ roxslrs ER, Hh 


BEK 
乎 所 有 re = 0 }， 这 里 所 谓 “ 几 乎 所 有 rs= 0” 是 指 “只 有 有 限 
个 BEK 使 rs 二 0”， 各 别 ， 当 然 包含 “rs=0，vYBEK»” 这 种 情 
涡 。 车 铸 = {xi，xs，…s xX,} 是 必 的 一 个 有 限 子 集 ， 则 称 “XY 是 
MM 的 一 个 有 限 生 成 子 模 或 1 .8. 子 模 ， 并 记 《X= 《Xi xay xy 。 


可 知 这 时 上 Xy = 《2_7ixi|ri1 ER，i=1，2…，n}。 特 别 ， 若 久 = 
tx), 则 <X = “xy 叫做 由 x 生 成 的 循环 子 模 . 命 Rx= {rxlr ER}， 


则 可 知 4x? = Rx。 若 MM = 《xiy X29 py X >， 财 称 奴 是 有 限 生 成 模 
或 1.g. 模 。 笑 邮 = 0 ， 则 M 岂 做 由 x 生 成 的 循环 模 。 


若 LN。la€ 中 是 MM 的 一 集 子 模 , 则 < UN 叫做 [VoleE7) 
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的 和 ， 记 作 2_ 和 No。 可知 2_,N。={2_,x。|x。EN。， 上 且 几 平 所 


oe 


有 Xx。= 0}. 当 7 = {1, 2,…,?} 是 有 限 集 肝 ， {Nli= 1,2,……, 7} 
和 记 作 NN， 或 Nit+ Ns+.…+N,， 可 知 A + 和 +…+A = 


{Xit xst+ + x, | x EN,, f 一 1, 2,.…, 1?}. 


于 是 对 于 任何 左 K- 模 性 ， 总 有 玉 = 2_, Rx。 若 MM = 《x1, Xs， 


9 则 可 知 妈 = S57 Rx 


设 必 是 左 R- 模 ,并 设 入 是 放 的 一 个 子 模 。 于 是 有 商 群 M/N. 
对 于 r ER 及 x + 信 EMI/N, 定 义 r(xt+t 入 )=rx+NN, 则 易 知 MM/N 
成 为 左 玉 - 模 ， 它 则 做 对 六 的 商 模 。 


1.3 模 同 态 映 射 
定义 1.5 充 骨 及 以 都 是 左 - 模 。 厂 映射 8: 4 -一 > 作 请 足 
PX+Y) =P(X) + WY), v x,» EM, 
Drx) = r(x), yr ER, xEM, 
财 称 9 是 M 到 的 一 个 左 开 - 模 同 态 映 射 ， 简 称 左 尽 -映射 。 
容易 知 过， 


0. M—>N 
xf 一 > 0 
及 
lu: M—>M 
各 二 > 区 
都 是 左 共 -了 贞 射 。 


设 9% 及 % 是 凤 到 六 的 两 个 磊 民 -映射 。 若 和 = {XelaEyJ 是 左 
有 -模型 的 一 个 生成 系 ， 则 容易 知道 ， 9 =%， 当 且 仅 当 p(x。) = 
p(xa), YaEY. 

例 1.9 设 了 及 扩 是 域 上 上 癌 量 空间 , 则 大 及 矿 都 是 左下 - 模 。 
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可 知 六 到 玉 的 左下 -映射 与 空间 广 到 空间 这 的 线性 变换 一 致 ， 

例 1.10 ” 左 Z- 模 可 到 左 Z- 模 NN 的 左 Z- 上 映射 与 《+ ) 到 
CNV, + ) 的 群 同 态 映 射 一 致 . 

当 8; 村 一 > 必 是 左 R- 上 映射 时 ， 记 

imgp = {9(x)|x EM}), 
| kerg= {x EMI}Iop(x) = 0}, 

它们 分 别 叫 做 g 的 象 及 核 。 易 知 img 是 和 N 的 子 模 ，kerg 是 术 的 子 
入 ， 又 记 


所 


Cokero = N [imo， 
蕊 中 做 2 的 上 核 ， 
设 4 及 B 是 两 个 集合 ，9: A 一 > B 是 映射 。 若 9 是 单 射 ， 则 记 
作 9%:，4 > 了 车 0 是 满 射 ， 则 记 作 p: 47> 为 8 若 p 既 是 单身 
义 征 满 射 ， 则 称 9 是 双 射 ， 并 记 作 wp: 4> 为 有 


务 知 ， 
1,: A-—> .4 
”人 一 > 
是 双 射 
若 C 是 集 4 的 一 个 非 空子 集 ， 则 映射 
VW, C—>.4 
YX [一 > X 


叫做 包含 映射 ， 记 作 


Dt (es, ， 
可 知 包 含有 抉 射 是 单 射 ， 
设 9: 4 一 > B 是 映射 ，C 是 集 4 的 一 个 非 空子 集 ， 则 得 到 
映射 ”。 
lo C—>B 
Xt—> 90(X). 
忆 册 要 9 在 CE 上 的 限制 . 
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设 p; 4 一 >B 及 y; 8 一 ->C 都 是 映射 ， 则 得 到 映射 
yop: A—>C | 
XH 一 > 人 OCX))， 
它 叫 做 9 与 y 的 积 。 

易 知 ， 对 于 任何 映射 f. 4 一 >B，g: B 一 >C 及 h, C 一 >D， 
恒 有 
(hg)f =h(gf). 

又 ， 对 于 任何 映射 站. 4 一 人 已 及 g:C 一 >4， 恒 有 
六 1 = 14g5= g。 


设 g 及 y 都 是 映射 ， 且 yq 有 意义 。 石 9 及 涉 都 是 单 射 , 则 pp 
也 是 单 射 ， 若 @ 及 纺 都 是 满 射 ， 则 yg 也 是 满 射 。 又 ， 各 4%9 是 
单 射 ， 则 y 是 单 射 ， 若 yy 是 满 射 ， 则 yp 是 满 射 . / 
3p: M 一 >N 是 左 R- 上 映射 时 ， 若 g 是 单 射 ， 则 称 g 是 左 R- 单 
射 ， 若 % 是 满 射 ， 则 称 2 是 左 尺 - 满 射 ， 并 称 祥 是 M 的 一 个 同 态 
象 ， 记 作 计 ~N 或 MN， 若 gp 是 双 射 ， 则 称 p 是 左 R- 同 构 映射 ， 
并 称 人 与 六 同 构 ， 记 作 M N 或 MSN。 容 易 知道 ， 左 玉 - 模 的 
同 构 具有 反 身 性 、 对 称 性 及 传递 性 ， 


交换 图 的 概念 在 同调 代数 中 起 看 重要 作用 . 设 上 A—>B, 
3，A- 一 >C 及 4: CC 一 ->B 是 映射 。 帮 在 映射 图 


中 有 hg = f， 则 称 此 图 是 交换 图 。 同 梓 ， 才 在 映射 图 


8 
| | 
Saami re 
CC 7 必 
中 有 yq = gf， 则 称 此 图 是 交换 图 ， 


称 可 以 〈 了 唯一 地 ) 补 成 交换 图 ， 


和 十指 当 上 映射 了 及 g 已 给 时 ， 存 在 “〈 唯 一 的 ) 映射 使 上 图 是 交换 
图 。 对 于 正方 形 图 的 情形 ， 其 意义 自明 ， 

关于 左 人 -映射 ， 我 们 先 证 明 下 面 三 个 命题 。 

命题 设 pg:， 人 放 一 > 入 是 左 R- 上 映射 ， 则 有 

Q) 9 是 信 - 单 射 ， 当 且 仅 当 kerg = 0，g 是 及 - 满 射 ， 当 且 仪 
Cokero = 0; 

(1) 9 是 人 A- 单 射 ， 当 且 仅 当 对 于 任何 左 尺 - 模 式 及 任何 左 尽 - 
映射 f,g: 六 一 >MM， 由 gf = gg 必 有 f=g; 9 是 尺 - 满 射 ， 当 
且 仅 当 对 于 任何 左 - 模 了 及 任何 左 R- 上 映射 ,kN 一 ->Y， 册 
hg = Rp 世 有 有 = R。 

证 (i) 是 明显 的 ,我 们 证 明 (ii). 设 gpg 是 及- 单 射 、 若 gf = pg， 
则 g(f(x))= glg(x))，vYv xEX， 从 而 f(x)=g(x)，Y xEX， 
故 f= g。 有 反之 ， 命 f; kerpc— MM，g: kerg 一 >M 是 g(x)= 0， 
vxEkerg， 则 gf=gg， 从 而 f=g， 故 kerg =0。 因 此 由 (1) 人知 
在 RR- 单 射 ， 

三 - 满 财 的 情形 留 作 习 题 。 
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命题 卫 ” 设 已 给 左 R- 上 映射 交换 图 


则 有 

(1) 若是 R- 单 射 ， 则 kerf = kerg; 

(ii) 若 g 是 下 - 满 射 ， 则 imy = imh. 

证 (i) 若 f(a) = 0, 则 由 hg = 了 有 Ah(g(q)) = 0， 从 而 g(a) = 0， 
反之, 若 g(a) = 0， 则 有 f(a)=h(g(a)) =0, 故 er 六 =kerg。 

(ii) 当 h(6b) Eimh， 其 中 5€EB， 则 有 aE€E A 使 g(a)=5， 从 
而 A(60)= hg(a) = Ja) 故 imhSimf。 又 因为 f(a) = hh(g(a))， 
故 imfCimh， 因 此 imf = imh.， 

命题 亚 ” 设 已 给 左 人 - 喘 射 ，4 一 一 > 了 及 g，4 一 >C。 各 8 
是 满 射 且 kerg 忆 kerf， 则 可 唯一 地 补 成 交换 图 


: 7 出 》 

. ¢ 》 
y e i 
De or 


其 中 补 出 的 是 左 有 RR- 映 射 。 
又 ，h 是 单 射 ， 当 且 仅 当 kerg =kerj 站 是 满 射 ， 当 且 仅 当 
/是 满 射 。 
证 命 
h: C—>8 
| ci—> f(a), 
其 中 a€ A 满足 g(a) = c。 
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ba 


因为 是 满 对 , 夏 对 c EC, 恒 存在 a€ 4 使 g(a)=c。 阁 a’€4 
使 g(a )=c， 则 由 g(a) = g(a’) 知 a -a’ Ekerg。 而 kergSkerr， 

到 4 一 a Ekerf， 从 而 f(a) = f(a’)。 因 此 是 映射 。 容易 验证 
让 正太- 觅 射 ， 

CE A 时 ， 设 g(a)=c， 则 hg(a)=h(c)=f(a), 故 hg= 
因此 闫 使 〈 甲 ) 是 交换 图 ， 

在 左 全 -映射 六 :CC 一 > 已 使 hg=ff， 则 当 cEC 了 时, 命 4€ 4 
满足 g(a) = c， 则 PR (c)= hig(a)= f(a)， 故 h’ =h， 因 此， 能 将 

( 甲 ) 补 成 交换 图 的 左 有 -映射 4 是 唯一 的 ， 

2 有 是 单 冉 ， 则 由 命题 工 知 kerg = kerf。 反 之 ， 艺 kerg = 
kerf， 则 当 cEkerh 肝 ， 有 hlc)=0， 设 a€4 使 g(a)=c， 滑 
hg(a) = 0， 从 而 f(a) = 0。 因 此 a Ekerf =kerg， 从 而 g(a) = 0. 
因此 c = 0。 于 是 kerh = 0， 故 h 是 单身 ， 

最 后 ， 由 命题 I 知 imR= imf， 故 关 是 满 射 ， 当 且 仅 当 了 是 
席 射 。 

和 和 群 的 情形 相 类 似 ， 对 于 模 ， 有 模 同 态 基 本 定理 及 模 的 三 个 

首先 ， 设 入 是 左 R- 模 MM 的 一 个 子 模 。 命 

p: M—>M/N 
x >x+N, 
则 多 知 O 丰 左上- 满 射 ， 它 叫 自 然 同 态 映 射 。 可 知 kero = N 
定理 1.1 〈 模 同 态 基 本 定理 ) 设 p，M 一 > 有 是 左 尺 - 映 射 ， 
各 表 “是 以 的 子 模 具 M7 ESEKkerp， 则 可 以 唯一 地 补 成 交换 图 


4 N 


入 pd 
i 
《 和 了 ”7 


M7 
夫 中 0 是 自然 同 态 映射 ， 补 出 的 /是 左 尺 - 映 射 ， 又 ， f 是 单 射 当 


Ai 
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且 仅 当 M 7“ =kero 了 是 满 射 当 且 仅 当 9 是 满 射 。 
证 ”因为 6 是 满 射 ， 且 kero= 凡 上 ， 故 由 命题 下 即 知 定理 
和 成立 。 
定理 1.2 ( 模 的 三 个 同 构 定理 ) 
(i) (第 一 同 构 定理 ) 。 设 /， MM 一 > 入 是 左 RR- 上 映射 ， 则 
M/kerf =imf. 
竺 别 ， 知 /是 满 射 ， 则 
M/kerf =N. 
(ii) (第 二 同 构 定理 ) ” 设 MM 及 以 ;是 左 R- 模 M 的 两 个 子 
模 ， 则 / 
M/MIN MD) E+ MY/M,. 
(iii) (第 三 同 构 定理 ) ” 设 Mi 及 及 ,是 左 R- 模 寻 的 两 个 子 
模 ， 利 MM,SM1， 则 
CM/M) /CM /MM/M,. 
证 (i) 电 模 同 态 基本 定理 即 得 。 
(11) 命 p， HM 一 > (CUM + MA 是 x 术 >x+M， 则 易 知 
0 是 左 开 - 满 射 是 kero = WinM. 故 由 第 一 同 构 定理 即 得 
M/AM NM EM + MM,)/M,. 
Qi) 命 %p，MH/M 一 >M/Mi 是 x+ Ms 一 >x+ MMH:， 则 易 知 
9 征 左 上- 消 射 且 kero= Ma 故 由 第 一 同 构 定理 好 待 
CM/M.) /Mi/M,;) EM/M. z 
设 M' 是 左 R- 模 MM 的 一 个 子 模 。 我 们 来 研究 几 的 子 模 与 
放 /M' 的 子 模 间 的 关系 。 首 先 ; 若 人 入 是 人 的 一 个 子 模 , 且 N 二 MM '， 
则 AL 是 阅 []M 的 一 个 子 横 。 反 之 ， 若 9 是 内 [ML 的 一 个 子 
僻 ， 命 0p，M 时 一 >M/M' 是 自然 同 态 映射 ， 则 容易 知道 9 在 po 作 
用 下 的 逆 象 0-1(S)= {x EMilp(x) ES} 是 必 的 一 个 含 M' 的 子 模 
日 S$S=p 15)/M'. 
锈 环 杰 是 一 种 重要 的 模 。 我 们 给 出 一 个 寞 是 循环 模 的 一 种 充 
分 必要 条 件 ， 即 有 下 面 定理 ， 
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定理 1.3 左 及 - 模 六 是 循环 模 ， 当 且 仅 当 环 六 有 一 个 左 理想 
I 使 得 M 六 R/T. | | 

证 ”车 左 有 R- 模 几 是 循 坏 模 ， 则 有 x EM 使 有 = Rx。 命 9: 
一 ->M 是 rE>rx， 则 易 知 9 是 左 R- 满 射 。 于 是 环 尺 有 左 理想 
了 =kery 使 M 兰 R/T。 反 之 ， 若 环 尺 有 一 个 左 理 想 7 使 Ms 尽 /P， 
则 因 交 = + 是 循环 左 尺 - 模 ， 改 左 尺 - 模 M 是 循环 模 ， 

由 这 个 定理 知道 ，{ 玫 /7 是 环 及 的 左 理想 } 本 质 上 给 出 了 所 
有 和信 环 左 开 - 模 。 

最 后 ， 我 们 引进 记号 Homa(4, 了 )， 它 是 左 尺 - 模 4 到 左 尺 - 
模 8 的 所 有 左 R- 映 射 作成 的 集 . 

对 于 f,g EHoma(4, BB), 我 们 定义 

(f+g)(x)=f(x)+g(x), VYxEA, 
则 易 知 f + gEHoma(A,B)， 且 Homa(A,BP) 对 于 如 此 定义 的 加 
法 成 为 Abel 群 ， 其 零 元 0 是 0(x) = 0，Y x EA4，; Ff 的 负 元 -了 是 
(f(x)= -f(x), vxEA., 

对 于 左 R- 模 4, 记 EndsA= Homs(A,A), 并 对 f ,gE EndasA， 
定义 (fg)(x)=f(g(x)), v xX 忆 4, 则 易 知 fg EEndsA, 且 Ends 4 
成 为 环 ， 其 单位 元 是 1， 

右 攻 是 交换 环 , 则 对 于 r ER 及 f E Homa(A,B), 可 以 自然 地 
定义 rf 是 (rf 有 )(x)=rf(x)。 易 知 rfEHoms (4，5)， 且 
Homa(A, B) 成 为 左 R- 模 。 但 车 RR 不 是 交换 环 ， 则 如 此 定义 的 rf 
未 必 是 4 到 8 的 左 R- 上 映射 。 若 对 一 般 环 R 来 说 ，Homs(A4,B) 仅 
止 于 是 Abel 群 ， 或 者 说 ， 仅 止 于 是 左 Z- 模 。 

但 是 如 果 出 现 了 双 模 ， 则 情形 就 不 同 了 。 

(1) 设 已 给 (R,S)- 双 模 4 及 左 R- 模 BB. 

对 于 SES 及 f E Homsa(A,B)， 定 义 

(Sf)(x)=f(xs), VxXEA, 
则 易 知 HHomn(A,B) 成 为 左 S- 模 ， 
(1) 该 已 给 左 - 模 4 及 (R,S)- 双 模 B.。 
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对 于 s ES 及 f EHoms(A, B)， 定 义 
: (fs)(x)=f(x)s, vxEAd, 
则 易 知 日 omz(.A,B) 成 为 石 S- 模 ， 
(iii) 设 已 给 (S$S,R)- 双 模 A4 及 右 R- 模 B， 
对 于 s ES 及 f E Homa(A,B)， 这 里 Homa(A,B) 由 石 - 模 
4 到 布 太 - 模 8B 时 所 有 右 太 -映射 作成 ， 定 义 
(fs)(x)=f(sx), vxEA, 
则 易 知 omn(4,B) 成 为 右 S- 模 ， 
(iyY) 设 已 给 右 R- 模 A 及 (S, 情 )- 双 模 B. 
对 于 s ES 及 f EHoma(A, B), 定 义 
(sf)(x)= sf(x), YXxEA, 
则 易 知 只 oma( 4 BB) 成 为 左 $- 模 . 
又 容易 知道 ， 命 
om, Homa(R,B)—>B 
fi-> f (1), 
则 当 8 是 左 有 R- 模 时 ，w 是 左 R- 同 构 映 射 ， 当 B 是 右 必 - 模 时 ，9 十: 
右 R- 辐 构 上 映射 ， 


.4 模 的 直 积 与 直 和 
我 们 知道 ,有 限 个 非 空 集 4, 4…,4, 的 卡 积 X44 =f 《ar 
oe, 01a. EAsi= 2，…, 们 ， 为 了 将 卡 积 的 概念 推广 到 任意 
一 集 非 认 集 的 情形 ， 我 们 需要 换 一 个 角度 来 认识 X 44。 为 此 
先 命 1= {1,2,… 们 ,并 命 X= 全 。 这样， X 4 中 任意 一 个 


元 让 (ai, Gay … 0.) 实际 上 就 是 一 个 上 映射 :7 一 >X 满 足 f (?) 三 
ai€ A 1i=1, 2, *"*, 1, 反之 , 藻 贞 射 g: /一 > 让 满足 g(1) = 


bE A,, 1 = 1l, 2,.", 1 中 区 实际 上 就 是 XX A; 中 的 元 下 (21， bs, 
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,4b,), : 
训 让 流 [4Ljae 放 是 出 下 罕 信 4 a EJ 作成 的 集 ， 基 中 J 
非 空 。 命 = J] 4。， 则 集 

{f:J—>X|f(a)=xs EAs, vacJ)} 
叫做 { 4s。1a E71} 的 卡 积 ， 记 作 X A。, 为 直观 起 见 ， 可 以 称 


ote 


X 4 中 的 元 素 /是 17| 维 向 量 ， 记 成 {xe}osv。 为 了 更 加 哥 强 并 


atyJ 


便于 应 用 ， 可 以 将 X 4 中 的 元 素 记 成 (…，xce，…，xp，…)， 


atJ 
芒 中 xX。€ A,， Xp CAg,., 等 等 ， 
设 已 给 一 集 左 R- 模 {4.1cE7JJ。 以 后 恒 认 为 / 非 窒 。 先 作 卡 
积 X 4， 然后 定义 
了 
(ap Cs Yass Vas) = Cy Kat Yay', 
Xp+ yp, …), 则 易 知 《 xX A,,，, + ) 成 为 Abel 群 ,其 零 元 是 (…， 0, 
atyJ 
… 0， 有 一 (人 Xey Xp, (一 
得 对 r ER， 定义 
rr Kay's Xp, "二 FXoyg *'*g rX ps … )， 列 易 


知 XX 4。 成 为 万 R- 模 ,叫做 {A。1a EJ7}) 的 直 积 ， 记 作 卫 4。， 


dt oe 
设 人 是 左 R- 模 。 当 a 是 非 零 基数 时 ,a 个 M 的 直 积 记 作 MM”， 
了 又， 约定 M"= 0， 
当 广 和 ,有 时， 命 
p;: | | 4 一 -> 4; 
aEJ 
(……， Ns "ys Xp 和 上 一 > Xj 


则 易 知 pj; 是 左 R- 满 射 ， 册 做 [| 4 到 4 的 投射 。 


dt 
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Ei 


Aj -4 一 一 > 【| A, 


Xi 0 Xj 0 ) 
则 易 知 ;是 左 R- 单 时 ， 叫做 4; 到 [| 4。 的 入 射 。 
容易 知 直 有 
pihs = Oj414;, Y 1 ， REJ, 
其 hh0;,; 是 人 Kronecker 记 号 。 


撤 们 指出 ，]] 4。 具有 一 种 泛 性 质 ， 即 有 下 面 定理 . 


玉生 元 


定理 1.4 设 {4。,1a€E 站 是 一 集 左 R- 模 ， 则 对 任何 左 R- 模 多 
及 任意 一 集 左 R- 上 映射 {fj;: X 一 > A; |7EJ), 但 可 唯一 地 补 成 区 
执 图 


I 4 起-------- X 
Ac 
VijE€EJ 
AAS hh 
“gy 


其 中 补 出 的 pg 是 左 - 上 映射 . 

证 ”车 万 R- 映 射 p 存 在 ， 则 由 p;p=f;， YjEJ 知 当 xEX 
时，9(x) = 了 (Xx),…， fa《X)，…), 故 gp 唯一。 由 此 又 可 知 命 
op: 一 > |] | 4 是 x 一 >C… a(xX);…, fp (xX),，…)， 则 是 左 R- 


内 是 |， 且 使 上 图 交换 ， pi = f;, | EJ., 

此 一 步 还 有 下 面 定理 ， 

定理 1.5 设 {4。 jcEy/) 是 一 集 左 上 人- 模 , 4 是 一 个 左 人 - 模 ， 
由 ~ 4 当 且 仅 当 存 在 一 集 左 忆 -映射 {zs 4 一 >》 4s |j ET) 


ey 
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使 得 对 于 任何 左 R- 模 入 及 任意 一 集 左 R- 映射 {f;: 针 一 > 
Aj 1 E07},， 重 可 唯一 地 补 成 交换 图 


Vj EJ 
"i A 
pi 


其 中 补 出 的 gp 是 左 R- 映 射 ， 
证 若 满 足 要 求 的 [10: 4 一 >》 二] EJ) 存在 ， 则 有 交换 图 


其 中 op 及 4% 皆 是 左 天 -上 映射。 因此 有 
TO0)=T5 biCO0)= py viEJ, 
于 是 由 交换 图 / 


A< -1 


Bg 


-dm -=m A 
viEJ 
2 ad 
A z 


py = 1， yp=1, 页 A 幸 1[| 4.., 


aEey 


反之 ， 若 AS 上 4。, 则 命 rmy = pivy, Yi Ey, 即 知 {Tj: A 一 > 


a 


A; | 7 EV} 满足 定理 的 要 求 。 
现在 我 们 介绍 模 的 直 和 |， 
议 已 给 一 集 左 RR- 模 {A4。| aEJ}。 命 


{tee = 了 4 TU 所 有 v -中 


oc 


则 易 知 M 是 TI 4。 的 子 模 ， 叫 做 {A。 | a EJ} 的 外 直 和 ， 记 和 作 
® A.. : 


议 4 是 一 个 左 K- 模 。 当 a 是 非 零 基数 时 ，a 个 4 的 外 直 和 记 作 
A'") 又 ， 约定 .400 = 0. 


明显 看 出 ， 当 J 是 有 限 集 时 , 四 4。= [|] 4。。 若 J= {1，2， 


如 , 也 记 思 4. 为 由 4 或 41@@4:@…@4.. 
= CJ 时 ， 力 在 由 4. 上 的 限制 仍 用 pj; 来 记 ， 也 做 由 4。 到 


-4 的 投射 。 
当 7E 7 时 ， 由 于 im 中 4 ， 改 4 同时 可 以 当 作 二 到 


图 4. 的 映射 ， 叫 做 4; 到 四 4。 的 入 射 。 易 知 有 
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piAs = Oj114;» Y 7 REJ3 
2_hip;=1 
鲜 4. 也 具有 一 种 泛 性 质 ， 即 有 下 面 定 更. 
定理 1.6 设 {4。| xcEy/) 是 一 集 左 人 - 模 ， 则 对 任何 左上 A- 模 
久 及 任意 一 集 左 R- 映 射 {fi: 4 一 > 人 | 7EV7 恒 可 唯一 地 补 成 


其 中 补 出 的 9 是 左 E- 上 映射， 

其 证 明 与 下 积 情形 类 似 ， 请 读者 自己 证 明 。 

间 样 ， 进 一 步 还 有 下 面 定理 . 

定理 1.7 设 {4。 jcEy) 是 一 集 左 六- 横 , 4 是 一 个 左 尺 - 模 ， 
则 4s 由 4。, 当 且 仪 当 存 在 一 集 左 -映射 [1;; 4; 一 >4]j EN 使 


得 对 于 任何 左 R- 模 XX 及 任意 一 集 左 R- 上 映射 {i; 4; 一 >XX| j EJ 
垣 可 唯一 地 补 成 交换 图 


A “yp” 入 


Y7EGJ/， 
1 /7 
4 z 


| 


其 中 补 出 的 g 是 左 R- 上 映射， | 
其 证 明 也 与 直 积 情形 类 似 ， 请 读者 自己 证 明 ， 
与 子 空间 的 直 和 概念 类 似 ， 有 子 模 的 内 直 和 的 概念 . 
首先 我 们 给 出 无 关子 模 的 概念 。 设 {A4。1a EV} 是 左 R- 模 MM 
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As (| 2 .As=0, YEA 


则 称 { .|2€/} 是 一 集 无 关子 模 ， 
当 {A。laE7} 是 左 R- 寞 计 的 一 集 无 关子 模 时 ，2_, 4。 叫做 


oCEJ 


(A.la€E1 的 内 豆 和 ， 记 作 2. 4。. 


回想 起 2 4。= {2_xse1xa。€ A。， 且 几乎 所 有 x。=0}), 因 此 
容易 知道 ，2_, 4。= 2 ,4。, 当 且 仅 当 由 2,x。=0 必 有 x。=0， 
Va €J. 从 而 又 可 和 人知， 当 > A。 一 > ，,. 4。 时， DXa 一 > Yas 

acCtJ «EteyJ 所 人 人 


妆 旧 仅 当 x。= ye，YaEy 


子 模 {4.ixEvy) 的 内 直 和 > .4。 与 外 直 和 个 -4。 有 着 ' 密 


切 的 联系 。 首 先 ， 外 直 和 可 以 当 作 内 直 和 ， 这 是 因为 明显 有 
©D A, = >》 .im4e，im4. 关 4。， Ya€J. 


Ur 


另 一 方面 ， 内 直 和 也 可 以 当 作 外 直 和 ， 这 是 因为 命 


|: < A, 一 一 > >》 ， ,4。 
好 反光 


ey 


{Xalaes 上- 一 > 》 Xu 


EJ 


则 立刻 知道 9 是 左 R- 同 构 映 射 ， 所 以 全 4。 兰 于 .4。. 


tJ 
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rr— 


因此 以 后 也 记 沁 .4。= @ 4。。 这样， 昌 既 作为 外 直 和 的 


记号 ， 也 作为 内 直 和 的 记号 .可 根据 上 下 文 来 确定 它 是 外 直 和 还 
是 内 直 和 . 
最 后 ， 我 们 再 引进 一 个 概念 。 设 已 给 左 R- 模 M 及 左 R- 模 
M = N OW, 
则 称 N 是 MM 的 一 个 直 和 项 . 
1.5 自由 模 


我 们 知道 ， 域 上 有 限 维 向 量 空 间 广 夺 0 时 必 有 基 ， 生 其 任 
意 两 个 基 所 含 向 量 的 个 数 必 相等 。 严 的 任 一 基 所 含 向 量 的 个 数 叫 
做 天 的 维 数 。 现 在 我 们 将 域 上 有 限 维 向 量 空间 的 基 的 概念 推广 到 
环 上 模 的 情形 . / 

设 放 是 左 R- 模 ， 且 M0。 若 人 M 的 一 个 非 空 子 集 驮 = {x 
a EJ 满足 ， 当 ro。x。=0 (其 中 r。ER, 且 几乎 所 有 +。= 0) 时 


必 有 r。= 0，YaEJ， 则 称 世 是 玉 - 线 性 无 闫 的， 否则 称 忒 是 尺 - 线 
性 相关 的 。 可 知 , 若 站 = {xojacEy) 是 尺 - 线 性 无 闫 的, 则 x。 二 0， 
YEJ， 且 当 csp 时 , 必定 x< 关 xpe。 

当 左 全 - 模 导 六 0 时 ， 老 凡 的 一 个 非 空子 集 藉 = {x|xcEy) 醋 
是 M 的 一 个 生成 系 ， 又 是 尺 - 线 性 无 关 的 , 则 称 X 是 M 的 一 个 大， 

2 左上 人- 模 扩 = 0 时 ， 约 定 空 集 9 是 以 的 基 . 

定义 1.6 右 左 R- 模 MM 有 基 ， 则 称许 是 自由 左 R- 模 ， 或 简 
称 自由 模 ， 

由 定义 可 知 ， 当 MM 是 自由 左 R- 模 ， 且 M0 时 ， 若 冻 = 
{x.1a EE 中) 是 MM 的 一 个 基 ， 则 以 的 每 一 个 元 素 m 可 以 唯一 地 写成 

/ m= 》 ,7oXe， 


王爷 
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其 中 +r。 ER， 且 几乎 所 有 r。= 0， / 
例 1.11 左 R- 模 KR 是 自由 左 R- 模 ，{1} 就 是 它 的 一 个 基 . 
例 1.12 ” 域 六 上 有 限 维 向 量 空间 乒 是 自由 左 赤 - 模 。 当 上 二 0 
才 ， 空 间 严 的 基 就 是 左 尺 - 模 矿 的 基 . 
设 邮 及 六 都 是 左 玉 - 模 ， 且 好 是 自由 左 民 - 模 。 若 放 兰 M ， 则 
易 知 六 也 是 自由 左 R- 模 ， 且 当 针 = {xsjcEy)} 是 凡 的 一 个 基 时 ， 
若 g 是 几 到 入 的 左 R- 同 构 映 射 , 则 {g(x。)1a E70 是 以 的 一 个 基 ， 
设 {M。la€7 是 左 R- 模 MM 的 一 集 无 关子 模 ， 且 每 一 个 M .者 
是 自由 左 R- 模 ， 则 内 直 和 名 必 。 是 自由 左 R- 模 。 事 实 上 ， 设 


XX。 是 MM 的 基 时 ， 易 知 UX 是 儿 放 .的 基 ， 故 名 MM。 是 自由 左 


玉 - 模 。 

这 样 , 当 {4.1cEy} 是 一 集 自由 左 尺 - 模 时 , 由 于 外 直 和 四 4.。 
= 内 直 和 四 im4oim4e 关 4。，YcE7， 而 4. 是 自由 左 尺 - 模 ， 
故 i 如 4- 是 自由 左 天 - 模 ， 从 而 内 直 和 @ im4. 是 自 由 左 并- 模 ， 所 
以 外 直 和 四 4 .是 自 由 左 R- 模 ， 

因此 ， 任 意 一 集 自 由 左 尺 - 模 的 直 和 是 自由 左 尺 - 模 ， 

可 以 亚 明 ， 左 玫 - 模 内 是 自由 左 尺 - 模 ， 当 且 仅 当 存 在 基数 上 使 

MR : 

事实 上 ， 当 内 是 自由 左 尺 - 模 时 ， 若 M =0， 则 Ms 关 Ro。 和 若 
M 二 0, 则 可 设 X= {x。la 中 是 MM 的 一 个 大 . 易 知 M = Rx.. 
合 9 :天 一 人 人 xy 是 | 一 >7x 则 2 是 左 尺 - 同 构 上 映射 ， 故 尺 x。 宕 尺 ， 
因此 腑 衬 R WW" 。 反 之 ， 当 存在 基数 上 使 M 衬 R' 时 ， 若 £=0， 
则 M = 0， 从 而 必 是 自由 左 R- 模 ， 若 六 0， 则 因 R 是 自由 左 R- 
模 ， 且 任意 一 集 自 由 左 R- 模 的 直 和 是 自由 左 R- 模 ， 故 邓 是 自由 
左 人 - 模 。 
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设 M 是 自由 左 RR- 模 ， 且 内 关 0。 若 是 1.g. 模 则 凡 的 任 
一 基 都 是 有 限 集 . 

事实 上 ， 设 M = qr, qs，…,aw， 并 设计 = {xs。laEJy} 是 训 的 
任意 一 个 基 ， 则 可 设 


好 ,一 72Xuiy t= 1， 2， "ses Ft, 


了 一 1 . 
若 习 是 无 限 集 ， 则 有 xeE 丸 ， 且 xp 扣 xoj j=1,2…,t 


设 xe= >》 ,sic， 则 将 有 
Fe 1 


这 与 《4 是 及 的 基 *” 邓 盾 。 故 半 是 有 限 集 ， 
例 1.13 命 久 = ZL/(6Z), 则 左 R- 模 Z/(2Z) 不 是 自由 左 R- 模 ， 
十 ”因为 首先 有 左 <- 模 Z， 故 有 左 Z- 模 Z/(2Z)。 易 知 


auZ/(2Z) =22, 故 6Z 和 a,,,Z/(2Z)， 因 此 有 左 R- 模 Z/ (2Z). 


寿 骨 是 日 由 左 太 - 模 , 且 MM 二 0, 则 因此 处 环 R 含 6 个 元 ， 可 知 必 至 
少 含 6 个 元 。 现在 左 R- 模 Z/(2Z) 太 0， 且 仅 含 两 个 元 ， 故 左 R- 
达 L/ (2<) 不 是 目 由 左 R- 模 , 

对 于 任意 环 来 说 ， 虽然 未 必 每 一 个 非 零 左 尺 - 模 都 是 自由 左 
尺 - 模 ， 但 是 我 们 有 下 面 定理 ， 

定理 1.8 设 人 是 任意 环 ， 则 对 任意 非 空 集 X= {xelaET}， 
恒 存 在 以 人 为 基 的 自由 左 R- 模 ， 

证 首先 存在 R''’ 站 ， 命 : | 

: es={ya}pes ER I!), 

其 中 


31 模 25 


[i (8sCc 时 ) 
1，(8= cv 时 ) 
则 可 知 {te.jcE 六 是 天) 的 一 个 基 。 
峡 将 e. 与 x- 等 同 起 来 ， 就 得 到 以 和 为 基 的 目 由 左 作 - 模 ， 
自由 左 尺 - 模 的 基 具 有 一 种 泛 性 质 ， 即 有 下 面 定 理 ， 
定理 1.9 〈 基 了 映射 的 线性 扩充 ) 设 村 是 自由 左 姜 - 模 。 若 
文 = {xajaE€J} 是 好 的 一 个 基 ， 则 对 任何 左 尺 - 模 .4 及 任意 上 映 射 
7: 六 一 >A4， 恒 可 唯一 地 补 成 交换 图 ， 


其 中 补 出 的 9 是 左 R- 上 映射。 
证 ” 洛 左 R- 映 射 p 在 在 ， gxe) = f(x.), YaEJ, 压 gp 唯 
一 。 由 此 又 可 知 ， 命 p， 骨 一 > 4 是 2 rxs i 一 > 和 27 sf (CX), 


Ee 


则 gp 是 左 R- 映 射 ， 且 使 上 图 是 交换 图 ， 

实际 上 我 们 人 下 有 下 面 定理 。 

定理 1.10 设 放 是 左 R- 模 ， 且 和 MM 寺 0. 若 村 的 一 个 非 空子 集 
义 = {x。ja€7) 使 得 对 于 任何 左 R- 模 4 及 任意 映射 f; 多 一 ->4， 
得 可 唯一 地 补 成 交换 赂 ; 


Mi 、 
~ 
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其 中 补 出 的 g 是 左 R- 上 映射 ， 则 站 是 MM 的 一 个 基 ， 
证 由 定理 1.8 知 存在 以 * 为 基 岁 自由 左 R- 模 4， 于 是 可 以 


A、 
~ 


J ， ~ M 


又 损 已 给 条 件 ， 可 以 唯一 地 补 成 交换 图 ， 


“~ 
7 、、 
™ 
~ 


NC 


其 中 补 出 的 y 及 gp 都 是 左 R- 映 射 。 
于 是 有 
(PO) = (9Y)I= 1。 
这 样 ， 由 交换 图 . 


if、 、、 


M、 

~、 ~ 
人 
A 


及 补 出 的 龙 R- 映 射 的 唯一 性 知 po = 1x。 
同样 可 得 gy = 14。 故 Yy: 4 一 >MM 是 左 尺 - 同 构 映 射 。 因此 
ty(xo-)jxEyJ)} 是 邮 的 一 个 基 。 由 于 %(xs)=xe。，YaEJ， 所 以 
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XX 是 MM 的 一 个 基 。 
由 定理 1.9 可 以 得 到 下 面 重 要 的 推论 ， 
推论 1.1 任 一 左 R- 模 恒 是 一 个 自由 左 R- 模 的 一 个 同 态 象 . 
证 设 4 是 一 个 左 R- 模 , 命 M 是 以 集 4 为 基 的 一 个 自由 左 
RR- 模 ， 则 可 唯一 地 补 成 交换 图 


M、.、 
“ww 


其 中 补 出 的 g 是 左 R- 映 射 。 易 知 p 是 左 R- 满 射 ， 故 .A 是 自 由 在 和 
异 凡 的 一 个 同 态 象 ， 

我 人 指出 自由 模 的 一 个 重要 性 质 ， 即 有 下 面 定 理 。 

定理 1.11 才 哨 是 自由 左 并 -人 异 ， 则 对 任何 左 R- 模 4,B8， 任 
意 左 R- 满 射 1; 4 一 入 B 及 任意 左 - 映 射 g; 几 一 >B， 人 恒 可 补 成 


4 一 一 一 > 忆 


其 中 补 出 的 是 左 R- 映 射 。 

证 当 放 = 0 时 g=0， 故 命 上 = 0 即 可 。 若 Ms0， 则 可 设 
有 ={xolaE 站 是 M 的 一 个 基 。 对 于 每 一 个 xeEX， 由 于 太 是 满 
射 ， 可 以 取 定 一 个 ao E 4 使 f(as)=g(xa). 命 0: 到 一 >4 是 
Xo 一 ->aa， 则 可 唯一 地 补 成 交换 图 ， 
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少 ~ 
一 一 一 > 


区 中 补 出 的 天 是 左 民 - 瞻 射 。 于 是 fh(xac)= Fo(xs)= 太 au)= 
g(xXa), yaEGJ 让 Jh=g, 

入 域 二 在 限 维 辣 是 空间 的 情形 不 同 ， 对 于 任意 环 太 米 说， 
一 个 日 由 左 R- 模 的 不 同 基 可 能 有 不 辐 的 势 ， 

#1 每 一 个 自由 左 K- 模 的 任意 渍 个 基 宛 有 相间 的 执 ， 则 称 民 是 
IBN 环 ， 

定理 1.12 对 于 尾 何 环 愉 ， 若 MM 是 自由 左 R- 全 是“ 不 外 让， g. 
只， 则 4 的 任意 两 个 基 必 有 相同 的 势 。 

下 ”因为 前 不 是 六.g. 模 ， 苞 邓 羡 0。 设 


E={eala€l}, FF={f, PE) 
友 骨 的 任 营 两 个 基 ， 则 因 表 不 是 1.g. 模 ， 可 知 思 及 请 都 是 无 
纪 能 。 
es EL 寺 , 


ps rf, OFri€ER, i=1,2,.,1, 
共 中 诸 f;, 互 蜡 ， 我 们 称 f 4,，i=1,2,…,t 出 现在 e。 的 表达 式 中 ， 
fs EF 时 ， 不 难 证 明 必 存在 e。 EE 使 出 现在 e。 的 表达 式 
中 。 事 实 上 上 ， 若 有 一 个 F5 不 出 现在 任何 e。 的 表达 式 中 ， 设 六 = 


和 ,0;eu ) 0a: Eh, 诸 e。 互 异 ， 六 设 es = >》 fo rij 蕊 Re, 


P| j=1 


庄 ] 5, 互 异 , 则 fo 二 f pj j=1,2,… s. 于 是 fa= (ar fa 


这 二 《下 是 用 的 基 ” 巴 盾 . 
当 fs SC 下 时 ， 可 能 有 不 止 一 个 e。 使 4 出 现在 e: 的 表达 式 中 ， 
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但 是 我 们 可 以 指定 其 中 一 个 e。。 于 是 命 
9: F—>E | 
ft—>e. 
了 时， 是 映射 。 
命 上 = gpg(F), 并 对 每 一 个 e。 EI， 命 
0 (ea)={fe EF lg(fa)= ee.), 
T={9' (es)les EE'’), 
刚 | 


FF= U PP (esa), 
eo EE’ 


且 诸 gle。,) 两 两 不 相交 ， 
内 为 了 是 无 限 集 ， 而 对 于 每 一 个 e。 Ek， 明显 知 9 (e) 是 
有 限 集 ， 故 二 是 无 限 集 ， 且 有 
[= 
但 是 | 一 | = [EE’| 二 jE|， 故 
FI<IEI. 
内 为 及 FF 的 地 位 同等 ， 故 也 有 1E[<IFI， 从 而 IE|= 
I |]. 
这 个 定理 ， 立 刻 得 到 下 面 推论 、 
推论 1.2 设 R 是 环 。 若 每 一 个 f.g. 自由 左 R- 模 的 任意 两 个 
起 忆 有 相同 的 雪 则 不是 LBN 环 . 
下 面 我 们 将 指出 两 类 重要 的 IBN 环 。 
定理 1.13 除 环 上 的 模 是 自由 模 ， 除 环 是 IBN 环 ， 
证 ” 放 4 是 除 环 ， 寻 是 左 代 - 模 ， 
站 则 愉 是 自由 左 民 - 模 。 若 Ms0， 命 
= {六 [XESSM， 且 XX 是 尺 - 线 性 无 闫 的 }, 则 不 是 空 华 。 这 
ND 右 r CE 下 使 rx=0， 则 必 r+=0。 事实 上 车 
rs0.、 则 有 一 ER 使 王 !(rx)=0， 从 而 x= 0， 了 矛盾 。 因 此 {fx} 是 
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全 -线性 无 关 的 ， 故 人 2 不 是 空 集 . 

对 于 XY ，Y E 人 ， 规 定 不 委 了 当 且 仅 当 和 三 子 ， 则 2 对 于 声 成 
为 仿 序 集 。 

议 { 汪 slecvj) 是 2 的 一 个 有 序 子 集 。 命 


从 = J 义 。= {y rcE7)}， 


则 AS 三 M。 车》,riyy= 0， 则 因 实 际 上 在 之 中 只 出 现 有 限 个 


2 设 是 yi，…，9 2， 则 必 存 在 a EJ 使 y,，…，y, 都 EX。， 
因为 X。 是 -线性 无 关 的 ， 故 r,= 0，YtET。 因此 是 R- 线 性 
无 关 的 ， 从 而 知 {X。la E77) 在 中 有 上 界 X， 
于 古 根 据 4orn51 理 知人 有 极 大 元 素 。 设 
Y= {ys|pEA)} 
古人 4 的 一 个 极 大 元 迷 ， 则 了 首先 是 -线性 无 关 的 ， 


当 x EM 时 ， 若 x EY， 则 当然 x E <Y，>。 若 x EY， 则 由 于 Y 
各 44 的 极 大 元 素 ， 可 知 了 上 Utxj 是 玫 - 线性 相关 的 。 故 存在 不 全 为 0 
的 roy ri gm EGR 民 使 
rip 十 十 ”yp trox=0, OGAT=T2 11 
因为 上 走 上 -线性 无 关 的 ， 喜 ro 关 0。 故 有 
X=(—rorI yt + (rr.) Yo, EY), 
于 是 人 MM = ‘7 ). 因 此 Y 是 必 的 一 个 基 ， 从 而 放 是 自由 左 R- 模 ， 
为 了 征明 除 环 人 是 IBN 环 ， 根 据 推论 1.2， 只 要 证 明 当 MH 是 
f.g. 自 由 左 R- 模 时 ，MM 的 任意 两 个 基 必 有 相同 的 势 。 
车 M = 0， 则 M 的 任意 两 个 基 的 势 都 是 0， 
今 设 时 六 0， 因 为 好 是 了.g. 模 ， 故 内 的 任 一 基 都 是 有 限 集 . 
设 
娓 ={e er €,.} 
十 及 的 任意 一 个 起 。 
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我 们 先 证 明 ， 若 {f3, fo …, fy fi) 全 MM， 则 {ff …， 
/ ,1 必定 人 -线性 相关 的 。 

当 n= 1 了 时， 设 

fi1= riel， fs=r2e, 

若 f1= 0， 则 {fi 了} 是 -线性 相关 的 。 若 f1 辣 0， 则 ri 二 0。 
于 是 e1=r7ifi， 从 而 f=rsriifi， 放 {f1，fs} 是 RR- 线 性 相 
大 的 。 

假设 对 2 - I 成 立 。 我 们 设 

=Yriaei+rizez 十 十 fieE， t=1,2,.…,n+1 
若 {f 了 ;了 41} 是 -线性 无 关 的 ; 则 方 关 0。 于 是 ra pp， 
fi 不 外 为 0。 无 妨 认为 ri 关 0。 命 
f, =f 
f=fi-ririsfs, j=2,.…,nt+l1, 
则 易 知 {5 ， 了 ，…，f 了 n+ 是 R- 线 性 无 关 和 的 ， 从 而 {ff;，…， 
f+ 4} 是 R- 线 性 无 闫 的 ， 但 明显 知 
{f.,, fn} (El "+, Es), 
故 据 归纳 假设 ，{f2，…, a4!} 应 是 -线性 相关 的 。 这 就 导 出 了 
现在 设 z 
bE={ey,',e), = 人 fo 了 
是 对 的 任意 两 个 基 ， 则 由 刚才 的 讨论 知 斌 < nm<m， 从 而 
91=%。 因 此 除 环 玉 是 IBN 环 。 

当 R 是 1BN 环 时 ， 自由 左 R- 模 A 的 任意 一 个 基 的 势 叫 做 A 的 
秩 ， 记 作 ranksA4。 当 rank»A 是 有 限 基数 时 ， 称 4 是 有 限 秩 自由 
左 R- 模 ， / 

最 后 ， 我 们 来 证 明 交 换 环 是 IBN 环 ， 并 指出 交换 环 上 有 限 秩 
自由 模 的 一 个 重要 性 质 。 为 此 ， 先 指出 交换 环 上 7.g. 模 的 师 个 
性 质 ， 即 有 下 面 两 个 5| 理 ， 

引 理 1.1 设 $ 是 交换 环 ，M 是 /.g. 左 S- 模 ， 若 /是 环 S 的 一 
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个 汇 想 , 且 M = JM, 这 里 JM = {有 限 和 rmi|r; EJ mEM)，, 


则 在 在 a EJ 使 
(1- OM={(1-omlmEM):=0. 
证 设 M = x …, xX, 则 易 知 可 设 


| 
xi= 2_ajxj， 诸 aij EJ ， f=1,…,1， 


了 一 1 | 
位 
/1 0、 2 
1 | | Xe | 
I= .| 和 = 下 = 了 - (co)， 
| “. . 
\0 1 /nxn 9 \Xn. 3 


则 行 BX = 0。 再 命 呈 是 中 的 伴随 和 矩阵， 则 由 8*BX=0 知 有 
(detB)A =0, 故 (detB)x;=0,7=1,2,…,7,| 因 此 (detB)M = 0， 
包 知 det 下 =1-a， 其 中 ecEJ。 改 (1-c)M = 0. 

引 理 1.2 设 R 是 交换 环 ，A 以 是 fg, 左 R- 模 , 若 B8. M 一 >M 
态 左 RR- 庙 和 时， 则 8 是 左 R- 同 构 上 映射 ， 

证 命 ?2 = KLx]， 其 中 x 是 上 未 定 元 , 且 rx= xr， Yr ER， 
则 S 是 交换 环 。 对 于 (x) ES 及 mEM， 定 义 f(x)m= 了 (6)(m)， 
则 易 知 及 成 为 左 3- 模 ， 且 是 fg,. 左 S- 模 。 再 命 = Sx， 则 J 是 5S 
的 理想 ， 且 JS 三 改 。 老 由 EM , 则 有 EM 使 BO ) = 和 2， 从 而 
m= pm )= XI EJyM, 玖 MM =JM。 于 是 由 引 理 1.1 知 有 a EJ 和 仁 


(1- oAM=0., 设 a= Drix', 其 中 六 E 天， 1= 1,2,..,1, 持 命 


?= 于 rp 5， 则 当 和 EM 时 ， 有 (1-9B) Cm)= (1-omm= 0 


放 ?8B= 1， 因 此 PB 是 单 射 ， 从 而 8 是 R- 同 构 映 射 
定理 1.14 交换 环 是 [BN 环 ， 


EE .ee -er 
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一 一 : 站 
一 一 - 一 一 - 一 一 一- 


证 ” 设 f 是 交换 坏 ， 开 设 凡 是 fg. 自 由 左 A- 模 可 作 = 0， 
寻 吉 的 任意 两 个 基 有 相间 的 势 0。 右 用 0， 上 及 了 是 肯 的 任 党 两 
个 基 ， 则 乙 及 王 者 是 有 限 集 ， 收 可 议 
LE={ey,en}, F=f.}. 
人 110， 则 命 


aa 一 一 


9: M—>M 


rer> Dr rf 


上 时， 可知 9 是 左 尺 - 满 射 。 于 是 由 引 理 1.2 知 9 是 左 R- 同 构 映 射 ， 
从 而 kerp = 0， 但 明显 知 “erg = ‘ets 9Cn) 二 0， 矛盾。 下 
71 三 1, 

由 于 及 的 地 位 同等 ， 故 x<m， 从 而 m= x。 因此 交换 环 有 
是 1BN 环 . 

定理 1.15 设 人 是 交换 环 ， 委 是 有 限 秩 自 由 左 R- 模 ， 量 
ranksA4=n 宇 1]。 若 A= (do …y 0 > ， 则 X= {qi 9G; ya 是- 
的 一 个 基 . / 

还” 设 扩 = {Xi X29 pv 是 A 的 一 个 基 ， 命 f; 1 一 4 是 
Xi 一 >g =12 0 ， 则 可 唯一 地 补 成 交换 图 ， 


“ef 


dE er 


其 中 补 出 的 8 是 左 开 -映射 。 

明显 知 P9 是 满 射 ， 放 所 引 理 1.2 知 gg 是 左 R- 同 构 上 映射 ， 从 而 
Lo(xi (xX,) 小 是 A 鸭 一 个 基 。 但 px = Ga 了 = 1,2,…,1 
所 以 下 = ao … aj 是 4E 相 一 个 基 ， 
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1.6 模 的 张 量 积 
设 4 是 右 RR- 模 ，B 是 左 R- 模 ， 并 设 (G, +) 是 Abel 群 。 若 
陕 射 7 4x B 一 >》G, (a,0) 上 -> f(a,b) 满 足 
(1) flarta,0)= f(a,60) t+ fab), Yai,as €E A,LbEB, 
fla, b+b,)= f(a,b0) + f(a,b), vacA,b, b, EB, 
(11) f(ar,b6)= f(a,rb), vaEA,bEB,rER, 
则 称 7 是 一 个 及- 双 加 性 函数 。 
现在 我 们 给 出 模 的 张 量 积 和 的 定义 ，。 
定义 1.7 设 已 给 右 R- 模 4 及 左 R- 模 B， 再 设 (G, +) 是 
Abel 群 ， 并 设 h，Ax B 一 ->G 是 一 个 尺 - 双 加 性 函数 。 车 对 任何 
Abel 群 (K,+) 及 任意 R- 双 加 性 函数 f: 4x B 一 >K， 恒 可 
唯一 地 补 成 交换 图 : 


其 中 补 出 的 9 是 群 同 态 映 射 ， 则 称 (G, 凡是 右 尺 - 模 .4 与 左 尺 - 模 
B 的 一 个 张 量 积 ， 也 简称 G 是 右 R- 模 4 与 左 尺 - 模 召 的 一 个 张 
革 要 。 
定理 1.16 对 于 任何 右 R- 模 4 及 任何 左 刃 - 模 B， 右 尺 - 模 4 
与 左 R- 模 B 的 张 量 积 恒 存在 ， 
证 ”由 先知 道 存 在 以 4x BB 为 基 约 自由 左 Z- 模 上 ， 然 后 命 人 S 
是 Abel 群 《Ff, + 〉 的 由 一 切 形 如 
(at a’,b)- (a,6) — (a’,b), 
(a, b+ 6)— (a,6)— (a,b’), 
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(ar,b) 一 (ayrD) 
的 元 素 作成 的 子 集 所 生成 的 子 群 。 于 是 得 到 Abel 和 群 (fF /3, + )， 
再 命 
kh. AxB—S>F/S 
(a,b)F> (a,b) + S, 
则 易 知 h 是 R- 双 加 性 函数 。 我 们 来 证 明 , (F/S,h) 是 右 R- 模 4 与 
左 R- 模 8 的 一 个 张 量 积 . : 
为 此 ， 设 (KK, +) 是 任意 Abel 群 ，f:4xB 一 >K 是 任意 
RK- 双 加 性 中 数 。 因 为 4x 8B 是 自由 5- 模 扩 的 基 ， 故 可 歇 一 地 补 
成 交换 图 
F、、 


Au 
~ 
! ~、、 
~ 
44xpB 一 一 一 > 人 


其 中 补 旱 的 g 古 Z- 上 映射 ， 也 部 是 群 同 志 映 射 。 

册 g((a+a’,6)— (a,60)— (a’,60))= g(a+a’, b)— g(a,b)— 
g(a’,b)= f(ata’,b) -f(a,b)—- fa’,b)=0 知 (a+a’,5)-— 
(a,0)-(a 0)Ekerg。 同 理 ，(a,o+8)- (ao)-(qpo) 及 
(or,b) 一 (ayr0) 丝 Ekerg, 故 SCkerg。 因此 又 可 唯一 地 补 成 交 


共 中 p 是 自然 同 态 映 射 ， 补 出 的 wp 是 群 同 坊 映射 。 


本 > " A er ay Tr 。 
“ 请 一 可 梳 太 鹿 入 


这 是 因为 gh(a,5)=g9((a,6)+S)=g(a,b)= f(a,b), v (a,b) 
CAxB., 

现在 从 剩 下 和 证明 这 样 的 办 一 。 为 此 ， 设 群 同 态 瑞 射 多 已 /9 
一 > 天 满足 gh=f。 则 yph(a,6)=f(a,6)， 获 y((a,6)+S)= 
f(a,0), 从 而 gpla,8)= g(a,6)， 即 yp=g。 故 =g， 因 此 ， 
(77/S, 有 ) 是 右 R- 模 4 与 左 R- 模 B 的 一 个 张 量 积 ， 

仁 下 面 定 理 的 意义 下 ， 可 RR- 模 4 与 左 R- 模 B 的 张 量 积 只 有 
一 个 ， 

定理 1.17 若 (G,h) 及 (G/,h) 都 是 右 R- 模 4 与 左 有 R- 术 
B 的 张 世 积 ， 则 存在 群 同 构 映射 9: G 一 >G 使 h(a, 0) 一 > 
h’ (Ca, D) ， | 

证 因为 有 交换 图 ， 


fn pr 
a ee } 
-x Bp 他 AxB ) 


1 2 入、 “人 
(六 C4 


共 忠 0 及 % 都 是 群 岗 态 映 射 ， 故 有 
(Ph =h, (YP)h=A 
十 是 由 交换 图 
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知 p99=1，Y8 =1。 故 9 是 群 同 构 映射 ， 且 h(a,5) > 有 (ca,D)。 
根据 这 个 定理 ， 可 以 认为 右 RR- 模 4 与 左 R- 模 8 的 张 量 积 古 由 
右 R- 模 4 及 左 RR- 模 B 唯 一 确定 的 。 我 们 将 右 R- 模 4 与 左 R- 模 B 
的 张 旦 积 记 作 A@aB， 并 将 h(a,5) 记 作 ap 
由 于 hh 是 尺 - 双 加 性 函数 ， 故 有 
(at+a’)C0= a + a’ 6b, 006=0; 
a (b+6)= a tab, a0=0; 
arCoo= aro, (~a)Cb= aW(-60)= -~ (a006)., 
根据 定理 1,17， 无 妨 认 为 48aB 就 是 /J/S，a@5b 就 是 (a, D) 
+S。 因 为 {(a,b)la€ A, 6E€B} 是 左 Z- 模 下 的 一 个 基 ， 故 
{(a,5)+Sla€E A,bEB} 是 左 Z- 模 FF/S 的 一 个 生成 系 ， 也 即 
Abel 群 R/S 的 一 个 生成 系 ， 因 此 , {a@b1laE 4,58EB} 是 Abel 群 


AQC9aB 的 一 个 生成 系 ， 用 ACOaB = {有 限 和 2 aiCoD， Ci CEG 4 


b, cB). 但 是 当 5 a C0. 一 a. Co9b ,时 ， 未 必 xr = 7 0; = Gi, 
D， 一 b,. | 

当 .4 是 自由 碳 及 - 模 ， 有 基 克 = {xejcEJ} 时 ， 则 首先 易 知 
ACaB= {2 xcoblpEB， 且 几乎 所 有 5.=0}。 又 ， 若 


人、 xaC9pD。 = 0， 则 由 区 换 图 ， 


J 
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， 1 
4 一 一 人 人 


. Es < pi 和 
. J A 
f 7 他 机 
, 2 1 jr 


Bem 


这 里 R(a,D) = aC90， f(D ixeroyp)= > hdl b), 其 中 4。: 


Ae st 


(oy 


B—y>B''! 0 是 b > (.…, 0,， 9 D， …, 0, … )， 相册 的 5 是 下 周 太 
映射 ， 可 知 
9D(>》 ,xo ) =《… 6 »"""9 bs,…). 


oe 


因为 (> xcooe)=0 故 0.=0 YaEJ。 因此 A@:B 中 元 


aceyJ 


索 可 唯一 地 表示 成 2x。6b。。 


当 B 是 自由 左 R- 模 ， 有 基站 = {yslBEK} 时 ， 类 似 地 可 以 
证明 A B= { 201Oys la EA, 旦 几乎 所 有 0s=0}， 且 . 


AEK 


-4eoz 呈 中 元 素 可 唯一 地 表示 成 2 as CO yp. 


BEK 


现在 我 们 给 出 张 量 积 的 一 个 例子 ， 
例 1.14 设 民 是 环 。 命 
| 
| 
A= 下 
| 


x js 


洪 定义 


/Xi1 5 Xi YL Xi Xr 
x | y， Xo Ys 人 or 

| .| 本 ”| 
站 

Xa/ Yn a+ ya Xn Xnf 


则 4 成 为 右 R- 模 ， 
命 
B= {(2 2 2,) 1 2, ER, f=1,2,.%,1}, 
并 定义 
219 229 9 2 ) 十 《ty 2 W,) 
= (1+ Wis Zs + We, ,2 + W, ), 
rT (21, 222) 
= (r21 722, ,72,), 


则 8 成 为 左 - 模 . 
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CI *** G1, 
G = M。.(R)- | 入 a ER = lym = yen 


/ Gil “** O01, bi …- bi, | 
| 入 二 十 | ne 一 
gia bb / 
| dii + bs wi Cl + bi, 
Gal + Onl 四 aws + OD»n | 


最 后 ， 命 
h, AxB— SG 


多 
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| 
X2 ， 

， (Yi ss i ) | | > 


x ) 
[Xi XI NY 
| YX» | . 
| ， (31972… yy) 二 
NM 人 xy “XY, ， 


则 容易 验证 ; (G, 有) 是 右 尽 - 模 4 与 左 尺 - 模 吾 的 一 个 张 量 积 。 
所 此 驻 知 有 加 
OO 
现在 我 们 51 进 KR- 映射 的 张 量 积 ， 
定理 1.18 设 4, 4/ 是 右 R- 模 ，B, B’ 是 左 R- 模 ， 并 设 已 给 
有 R- 上 映 计 f: 4 一 > A' 及 在 民 -映射 g: 忆 一 >》 有 8 。 则 存在 唯一 的 群 
问 态 瞻 射 
0 .400 有 一 人 4 aB’ 
网 中 
pad) = f(a gb), va€E A,bEB. 
证 命 h/,AxB 一 >A’CaB' 是 (a,b)F 一 >f(la)@gl65),， 则 
易 知 是 尺 - 双 加 性 函数 。 于 是 可 以 唯一 地 补 成 交换 图 ， 


下 
4XB 一 一 一 AaB 


入 、 ,7 
/ z” 站 
i y 


ADaB’ 


其 中 h(a, pb) = ak95， 补 出 的 9 是 群 同 态 上 映射 。 可 知 
plab)= fagb), vaE A,bEB, 
又 ， 若 群 间 态 映射 % 4@aB 一 >A' CaB' 满足 $(4698) = 


81 模 41 


一 i hi ee 


f(a) glD), 则 因 {a@blaE A,bEB} 是 4 的 sB 的 一 个 生成 系 ， 
故 妈 = 9。 

定理 中 用 了 及 p 吹 一 确定 的 群 同 态 喘 射 9 叫 做 /与 g 的 张 量 
记 作 yecog。 于 是 有 

(f Wg) ab) = fa) Wego), 
(fa) Fao) = fa) Veh). 
定理 1.19 (i) 设 已 给 右 R- 映 射 
# 


A > .4 —>.A” 
及 万 RR- 上 映 对 
万 一 二 > 万 / 8 pn 
则 有 | 
(fog )(f Oe) = fg gs 
(11) 设 已 给 右 R- 映 射 f,g: 4 一 >A/ 及 左 R- 上 映射 9,%. BP 一 -> 
B'， 则 有 
(f+ gOP= 1 9+ gg 
F(t+ Y= 9+ fy. 
下 (9D 由 (f’Wg) (Ff Ba)(a 的 5)= (fr Be 0) 
Cgto))= 1/ f(a)Cg’ gl(b) = (ffg' g(a) 得 , 

(1) 由 ((f + gp) (atb) = (f +g)(a) oto) = (fay+ 
g(c)) pb) = f(a) O ob) + g(a) Hoo) = (fm) a6 + 
(gO9) (ob6) = (fq + eB) am) 得 (f +g) D9= Co+ 
EOP. 

类 似 地 可 证 得 f@ (9+y)=f@9+ fy. 

按 张 量 积 的 定义 ，4G@ ,有 是 Abel 群 。 当 RR 是 交换 环 时 ， 我 
化 以 一 种 自然 的 方式 使 4 的 8B 成 为 R- 模 . 

为 此 ， 先 对 rE RR, 命 KL:，4 一 > A 是 aF->ar， 则 易 知 1, 是 
右 R- 映 射 。 于 是 有 了 脱 同 态 上 映射 4.@1s: A®:B 一 > A®,B. 
Hr = = 故 Lrg= (+ = 
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Hs+ Hus, LO1s= HH,001s = (1)(04C91s) .因此 ， 
命 9: RR 一 >End(AWY:B) 是 rE-> 4 的 1s 上 时 ，9 古 R 到 AWsB 


一 个 表示 .大 对 +r ER 及 x EA 的 aB, 定义 rx = (4.C15) (x) 有 时, 即 知 


AWsB 成 为 左 R- 模 ， 且 由 "(a@b) = Cp 1s) (e260) rr (ao) 
= arWb = aWrb. 

若 尺 不 是 交换 环 ， 则 4 未 必 是 右 R- 映 射 ， 故 不 能 以 上 述 自 然 
方式 使 48aB 成 为 左 R- 模 . 

现在 我 们 米 考 虚 当 出 现 双 模 的 情形 . 

(Gi) 设 已 给 右 R- 模 A 及 (R,S)- 双 模 B. 

对 于 s ES, 命 4,.: BB 一 >B 是 0 一 > 0s， 则 /是 左 尺 - 峡 射 ， 易 
知 > 一 人 上 nd(46eosB)，sF> 14 是 S 到 A 的 xB 的 一 个 反 表 
未 。 改 对 sSE= 及 xE AWrB， 定义 xs= (14O40)(x) 时 ， A@xB 
成 为 石 3- 模 ， 且 : 

(aC00)s = a0dbs, 

(ii) 设 已 给 (TT, 呈 )- 双 模 .4 及 左 R- 模 B. 

对 于 EC 了 了 ， 命 0,: A 一 > 4 是 at~>ta， 则 o, 是 右 RR- 映 射 ， 
狐 郑 ! 一 End(AWsB)，t 一 >0, 的 1s 是 了 到 A 的 :B 的 一 个 表 
示 ， 阁 对 1 ET 及 x E .AaB， 定 义 x= C0115) (x) 时 ， A aB 
成 为 左 了 - 模 ， 且 

Eap) = 40， 

(iii) 设 已 给 (TT,R)- 双 模 A4 及 (R,S)- 双 模 B.， 

当 分 别 按 人 及 (iD 使 4@18B 成 为 在 >- 模 及 左 了 工 - 模 时 ， 易 
知 46aB 成 为 (T, 5)- 双 模 . 

我 们 指出 两 个 重要 的 模 同 构 ， 即 有 下 面 定理 ， 

定理 1.20 (i) 对 于 任何 左 R- 模 B, 必 有 左 R- 同 构 上 映射 
WD: RCaB-- 一 >B 满 足 

reb) =ro, vr€ER, bEB; 

(ii) 对 于 任何 右 R- 模 A, 必 有 本 RR- 司 构 映 射 %; 4G@rR 一 > 

A 满足 
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(GaCor) = ar, vr€ER, aE€A, 
证 ”我们 只 证 G)， 完 全 类 似 地 可 以 证 明 (ii)。 
命 凡 ， 刃 x 卫 一 > 有 是 (r，b) 一 >rb， 则 易 知 h 是 尺 - 双 加 性 
了 肖 数 。 故 可 唯一 地 补 成 交换 图 ， 


ROB -RGB 
7 


其 中 h(r,5) = rGO2， 补 出 的 p 是 群 同 态 映射 。 
因为 尺 是 〈 尺 ,及 )- 双 模 ， 故 R@sB 成 为 左 玉 - 模 。 由 于 
Or = (rirO00) =rirb=r/ig(r69b)， 故 gg 是 左 R- 有 映射 ， 
再 命 9': 8B 一 >ROaB 是 5 一 >160， 则 知 99 =1, pg’'9=1， 
上 故 p9，RaB 一 了 》B 是 左 R- 同 构 映 射 ,县 明显 知 9(r690)=rb， 
在 一 定 条 件 下 ， 张 量 积 可 以 成 为 自由 模 。 我 们 有 下面 两 个 
定理 . : : 
定理 1.21 设 有 RR 是 交换 环 。 车 4 是 自由 右 及 - 模 ， 且 式 = 
{xsla€EJ} 是 4 的 一 个 基 ，B 是 自由 左 R- 模 ， 且 Y = {ye1BEK} 
是 B 的 一 个 基 ， 则 {x。@ysla EJ,BEK} 是 左 R- 模 4@:B 的 一 
个 基 ， 从 而 4@@sB8 是 自由 左 R- 模 ， 
证 首先 4@sB 是 左 R- 模 ， 且 4@aB 的 每 一 个 元 素 可 以 唯 
一 地 表示 成 》,x.69b。， 其 中 b。E 如 ， 且 几乎 所 有 2。= 0。 


tJ 


设 0。= > rapypi 则 > xcCobu。 = 2 rapg (Xa QO) Ya), 


Ek aEJ,HER 
政 {x。 的 yo la EJ7,BER} 是 左 R- 模 4 的 :3 的 一 个 生成 系 ， 
若 3 rop(xe6Oya)=0， 则 2 Xs 的 (2_jrepyp)=0, 蕉 
ot PpEE z 


aEl,iEer 


. . -A Mr my 
1 ee 站 


Te A 
长生 入 一 革 梳 玉 


i 


> ,ropwp=0 YaEJ。 从 而 rop=0，rtaEJ，pPEK。 因此 


AEK 
{xs@ysla EJy,BEK}) 是 左 R- 模 4@sB 的 一 个 基 ， 

定理 1.22 设 R,S 是 环 ， 及 0,S 志 0， 是 RR 是 (2, S)- 双 
模 。 芳 -4 是 自由 左 S- 模 ， 且 {xoleeEy) 是 自由 堪 S- 模 4 的 一 个 
起 ， 则 {1C9x。la€7} 是 左 R- 模 RsA 的 一 个 基 ， 其 中 1 是 环 必 的 
里 位 元 。 从 而 尺 Ge 4 是 自由 左 民 - 模 。 

证 首先 RQeA 是 左 R- 模 ， 且 ROOsA 的 每 一 个 元 囊 可 以 唯 
一 地 表示 成 2,r. 的 x。， 其 中 ra。 ER， 且 几乎 所 有 r。= 0， 


tJ 
因为 > ， reQ@ xs。 = jr(10x), 故 {1 的 xsjaEJ 是 太 R- 
a aEy 


横 开 cs4 的 一 个 生成 系 ， 
着 Djre(1@x。)=0， 则 5_ ro。69x。=0， 故 r。 =0，YaEJy。 


因此 {16@xac1la€E7 是 左 有 R- 模 ROsA 的 一 个 基 . 

由 定理 1.21， 可 以 得 到 下 面 重要 的 定理 。 

定理 1.23 设 g: 一 > 玉 是 环 同 态 映 射 ， 且 wp 关 0， 著 只 是 
IBN 环 ， 则 3 也 是 I8BN 环 ， 

证 因为 g 寺 0， 故 首先 可 知 R 志 0， Ss0。 

对 于 rE 尺 及 sES， 定 义 

rs= rm(s), 

则 易 知 成 为 右 3- 模 ， 且 是 (R,S)- 双 模 , 

设 4 是 自由 左 >- 模 。 若 4= 0， 则 -4 的 任意 两 个 基 有 相同 的 势 
0. 者 A4 直 0， 设 上 ={escjaE€J}) 及 ={fojBEK}) 是 自由 左 
>- 模 4 的 任意 两 个 基 ， 则 由 定理 1.21 知 {1Qev.lcEy] 及 
{1C9fs1B EK} 是 自由 左 R- 模 RCsA 的 两 个 基 。， 因 为 R 是 IBN 
环 ， 故 17j = |K|。 因 此 S 是 IBN 环 ， 


1.7 正 合 列 


正 合 列 是 同调 代数 中 一 个 重要 的 概念 。 
设 A4/ 是 左 R- 模 4 的 一 个 于 模 ， 则 在 


} n A 
EY 


中 ， 其 中 p 是 自然 同 态 映射 ， 有 
imi = kerp., 
定义 1.8 者 在 三 项 左 f- 上 映射 序 列 
M'sM >M? 
中 有 
imf = kerg, 
则 称 此 序列 在 中 间 项 M 处 正 合 。 
定义 1.9 ” 设 已 给 左 R- 映 射 序 列 


> Mu > MM —>》.…， 


其 中 左 、 右 两 端 各 可 以 有 限 或 无 限 ， 但 要 此 序列 至 少 含 三 项 。 若 
序列 中 每 相 邻 三 项 所 组 成 的 序列 在 中 间 项 处 都 正 合 ， 则 称 此 序列 
是 一 个 正 合 列 . : 

容易 知道 ， M' 一 >M 是 左 R- 单 射 、 左 R- 满 射 或 左 R- 同 构 
映射 ,分 别 为 当 且 仅 当 左 R- 映 射 序列 0 一 >M' 一 >M，, M' 一 人 >M 
一 >0 或 一 >M/ 一 >M 一 3》0 是 正 合 列 。 

特别 ， 若 左 R- 映 射 序列 

Oo— SM’ LM E>M'—>0 / | 

是 下 合 列 ， 则 称 此 正 合 列 是 左 尺 - 短 正 合 列 。 短 正 合 列 是 同调 代数 
小- 一 个 尤其 重要 的 概念 ， 

可 知 ， 左 RR- 册 射 序列 


0 一 >M' 一 >M-e>Mv 一 >0 
.是 短 正 合 列 ， 当 且 仅 当 / 是 左上 全 - 单 射 ， 2 imy = 
kerg。 
例 1.15 左 尺 - 觅 射 询 


MC A 


是 短 正 合 列 ， 其 中 p 是 自然 同 态 映射 。 
例 1， 16 左 R- 有 映射 序列 


0—>M,—>MOM, >M,—>0 
是 短 正 合 列 . 
现在 我 们 给 出 一 个 重要 的 引 理 。 
引 理 1.3 〈 五 引 理 ) 设 已 给 左 R- 映 射 图 ， 


其 中 上 、 下 两 行 都 是 正 合 列 ， 且 每 一 个 正方 形 都 是 交换 图 ， 则 有 

(i) 车 t,，t, 都 是 满 射 ， 且 ts 是 单 射 ， 则 ts 是 满 射 ， / 

Gi) 右 tf，t 都 是 单 射 ， 且 +t 是 满 射 ， 则 ts 是 单 射 。 

证 我 们 只 证 (i )。 完 全 类 似 地 可 以 证 明 (ii)， 

设 0s € 了 因为 如 是 满 射 ， 放 有 csE -4 使 gs(os ) =#(0,), 从 
而 ggs (bs) = gis (9) = tf (00). 因 为 图 中 下 面 一 行 是 正 合 列 ， 
均 gsgs = 0， 因此 tf ,C4,) = 0， 因为 如 是 单 射 ， 故 f.(0)=8， 于 
是 csEkerj = imfs。 故 故 有 esE-4s 使 ok= f(as)， 因此 ft.(04,) = 
tsf (as) = gsta(as), 但 t, (44) = gs(b3)， 故 gsts(as) = gs(bs). 央 . 
此 es -ts(as) Ekergs= imgzy 从 而 有 2， CEB, 使 bs ~ ts(as) = 
g2(b，)。 因 为 t 是 满 射 ， 放 有 0 E 4, 使 0, = t,(a,)， 从 而 g2(2，) = 
g:t2(Q:)、 于 是 6s -ts(as) = gxta(az) =tsfa(01)。 因 此 63=ts(as+ 


Si 模 47 


1 :(a:))， 故 如 是 满 射 。 
五 引 理 的 证 法 完全 是 初等 的 证 明 中 所 用 的 方法 是 多 次 在 图 
中 “跟踪 追 迹 ”. 这 种 技巧 在 同调 代数 中 经 常 使 用 , 通 笛 岂 做 妃 图 。 
由 五 引 理 立刻 可 以 得 到 下 面 3| 理 . 
引 理 1.4(“ 短 五 引 理 ”) 设 已 给 左 尽 -映射 图 ， 


f 


0 一 >M 一 >M 一 >M/ 一 > 0 
i Tt : LU 
0 一 一 > 人 7 一 一 人 一 > 人 必 7 一 > 0 ， 


其 上 、 下 两 行 都 是 短 正 合 列 ， 且 每 一 个 正方 形 都 是 交 柳 图 。 则 
当 4，v， 岂 中 有 两 个 是 左 R- 同 构 映 射 时 ， 第 三 个 也 必 是 尺 - 同 构 
映射 。 

请 读者 自己 证 明 . 

一 种 重要 的 短 正 合 列 是 可 裂 短 正 合 列 。 我 们 先 引 进 可 裂 太 -~ 
上 映 射 的 概念 。 

定义 1.10 设 j/，A 一 > B 是 左 R- 映射 共存 在 左 尺 - 也 和 g: 
BB 一 > 4 使 gf = 14， 则 称 f 是 左 可 裂 的 。 

容易 知道 ， 当 左 R- 映射 f 左 可 裂 时 ， f 必 是 单 射 。 但 反之 未 
必 。 我 们 有 下 面 定 理 ， 

定理 1.24 设 /:， 4 一 之 8B 是 左 R- 单 射 ， 则 在 可 农 ， 当 且 仅 
当 imf 是 左 R- 模 8 的 一 个 直 和 项 . 

证 ” 设 f 左 可 和 裂 ， 则 有 左 R- 映 射 g: B 一 >4 使 gf =14, 不 
难 证 明 ， 有 : 

B=imfOWkerg. 

事实 上 ， 当 68EB 时 ， 由 56=f(g(5))+ (6--f(lg(50))) 及 
b ~- fg(b)) EkergHB= imf + kerg, XX， XEimf kerg 时 ， 
有 aE€ 4 使 x=f(a)， 且 g(x) = 0。 故 ec= gf (a)=0， 从 而 = 6. 
因此 B= imfkerg。 故 imf 是 左 R- 模 B 的 一 个 直 和 项 . 

反之 ， 车 避 有 一 个 子 模 C 使 8=imf@BC， 则 当 bEB 时 有 
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=x+c, 其 中 xEimf 及 cEC 由 8 唯一 确定 .因为 了 是 单 躺 ， 改 有 兹 
一 的 acE4 使 x = 了 (ao)。 现 在 命 g， 了 一 > 4 是 2 一 >a， 则 易 知 5 
是 左 尺 - 上 映射 ， 且 当 yE .4 时 有 g(F(y)) = y， 从 而 gj = 14， 故 / 左 
可 裂 。 

同样 ， 有 右 可 裂 民 -映射 的 概念 。 

定义 1.11 设 f. A 一 >B 是 左 R- 映 射 。 若 存在 左 K- 映 射 g: 
8 一 > A 使 fg = 1;， 则 称 f 是 右 可 裂 的 . 

容 锣 知道 ， 当 左 R- 上 映射 右 可 裂 时 ，f 必 是 满 射 。 但 反之 未 
必 。 类 似 地 有 下 面 定理 ， 

定理 1.25 设 /: A 一 >B 是 左 R- 满 射 ， 则 f 右 可 裂 ， 当 且 仅 
ter 是 左 R- - 模 A 的 一 个 直 和 项 ， 

证 ” 设 1 石 可 裂 ， 则 有 左 R- 上 映射 g: 34 使 jg=1 .于 
十 g 左 可 裂 ， 疏 据 定理 1. 24 

= imgtkerf, 

凤 此 kerf 是 4 的 一 个 直 

反之 ， 设 4 有 一 个 子 模 C 使 4=CGQFkerf 

不 难 证 明 ， 当 5 E€ B 时 ， 有 唯一 的 c EC 使 f(c) = p。 凋 实 
对 于 bE B， 由 于 f 是 满 射 ， 故 先 有 a E.4 使 f(a) =56， 设 a=c+%， 
其 中 c CC，x Ekerf, 于 是 f(c) = 了 f(a) = 65， 车 c,c' EC 使 f(c)= 
fc)=D， 则 c-ce' ECNkerf， 从 而 c 一 c=0， 故 c= cr， 

现在 命 g， 刀 一 >4 是 pH->c， 其 中 cEC 满 是 Fecy)=D， 则 
易 知 g 是 左 R- 上 映射 ， 且 fg= 1s。 故 f 右 可 烈 ， 

我 们 给 出 可 裂 短 正 合 列 的 定义 。 

定义 1.12 设 左 尺 - 映 射 序列 


0 一 > A > BE>C—>0 


是 短 正 合 列 。 若 g 右 可 烈 ， 则 称 此 短 正 合 列 可 烈 。 
容 匆 知道 ， 左 R- 上 映射 序列 


0 一 >M > MDM, >M,—y0 
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起 二 多 短 正 合 列 ,这 是 因为 它 是 短 正 合 列 , 且 左 A- 喘 出 4 4 一 一 

MM, 使 p24s = = 1， 

我 们 也 可 以 用 / 左 可 裂 来 定义 可 裂 短 正 合 列 。 事 实 上 有 下 面 
定理 1.26 设 左 民 - 喘 射 序列 


0—>A :> ps>C— >0 


是 需 正 合 列 ， 则 g 右 可 裂 ， 当 且 仅 当 f 左 可 列 . 
证 ”因为 g 是 左 R- 满 射 ， 故 g 右 可 裂 当 且 仅 当 kerg 是 有 的 一 

个 直 和 项 。 因 为 f 是 左 R- 单 射 ， 故 f 左 可 裂 当 且 仅 当 imf 是 B 的 一 

个 下 和 项 。 现 在 kerg = imf， 让 8 右 可 裂 当 且 仅 当 左 可 列 


当 左 -映射 序列 


0—> A />B >C—S>0 


是 可 裂 短 正 合 列 时 ， 设 左 R- 了 映射 有 8 一 >》 4 使 hf =14， 左 R~ 
映射 衣 ， Ce / : 


财 深 定理 1.24 的 证明 | 可 知 有 
B=imf WEkerh= imRpGkerg。 
再 利用 imf = kerg,， 又 有 
B=kergkerh=imf Dimk. z 
到 用 ， 我 们 给 出 左 玉 -上 映射 序列 是 可 裂 短 正 合 列 的 一 种 刻 划 、 
册 考 下面 定 理 。 
定理 1.27 设 已 给 左 R- 觅 射 序列 


0—> A > BE>C-—>0, / 《ff) 


财 以 下 条 件 等 价 : 

(1》 《 甲 ) 是 可 裂 短 正 合 列 ， 

(1) 在 在 左 R- 辐 构 册 对 X2，ACGC 一 BB 使 下 图 中 的 两 个 正 - 
方形 都 是 交换 图 ， 
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_ 1 
0 一 > 一 全 4 四 CC 一 >C 一 > 0 
:| [了 ( 乙 ) 
i ¥ 有 于 
0—>A— >B— >C 一 >0 


Gii) gf =0， 且 存在 左 R- 映 射 9: B 一 >A 及 j: C 一 ->B 


0 —> A > DC 一 > 0 
9 } 


使 得 
qf = 1 4 | z 

qj=0, fqtjg=1s. 
gi = lo / 

证 (一 人 (ii 因为 ( 甲 ) 是 可 烈 短 正 合 列 ， 故 首先 有 
左 R- 映 射 j，C 一 >》B 使 gj = 1。， 然 后 命 h。A 甸 CC 一 -> 8 是 (a,c) 
上 > 了 (oa) + j(c)， 则 易 知 后 是 左 R- 映 射 。 因为 当 a E4 时 ， 
his(a)=h(a,0)=f(a), 故 h44=f。 因为 当 (a,c)€ .AC 时， 
gh(a,c)=g(f(a) +j(c))=gi(c)=c= pola,c)， 玖 gh= po。 因 
此 有 使 图 ( 乙 ) 中 每 一 个 正方 形 都 是 交换 图 。 又 由 “ 短 五 引 理 ” 
知 h 是 左 R- 同 构 上 映射 . | | 

(1) 一 他 (Gi)。 命 j= 有 hho，g = puh"! 即 得 .。 

Q11) 一 记 (1)、 先 由 gf = 14 知 了 是 左 可 裂 的 左 尺 - 单 射 。 又 由 
87= 1o 知 g 是 右 可 裂 的 左 R- 满 射 。 因 为 gf = 0， 故 imf Ckerg， 
当 b5 CE kerg 财 , 由 于 6=1s(60)= (fg+jg)(b)=f(g(b)) Eimf, 
故 kergSimf， 从 而 im = kerg。 因 此 ( 甲 ) 是 短 正 合 列 ， 且 是 
可 裂 短 正 合 列 ， 

由 定理 中 GD 与 ii) 的 等 价 性 知 ， 当 ( 甲 ) 是 可 裂 短 正 合 列 时 ， 
必 有 8B 幸 4DC， 从 而 知 左 及 -映射 序列 

oO—>M > MDM LSM, >0 
本 质 上 穷尽 了 所 有 可 裂 短 正 合 列 ， 
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2 范 路 


汪 哑 的 概念 是 9S, Maclane 及 3. 下 ilenberg 在 1945 年 引 人 的 ， 
现在 在 数学 的 一 些 分 支 中 得 到 越 来 越 多 的 应 用 。 范 畴 理论 同时 研 
究 所 有 同一 种 类 型 的 对 象 (比如 可 具体 化 为 所 有 的 群 ， 所 有 的 左 
R- 模 ， 所 有 的 拓扑 空间 等 等 ), 以 及 这 些 对 象 之 间 的 联系 (比如 
可 具体 化 为 群 同 态 映射 ， 左 尺 - 上 映射， 拓扑 空间 到 拓扑 空间 的 连 
续 映 射 等 等 ), 因此， 范畴 玲 论 具 有 高 度 的 概括 性 和 深刻 性 。 例 
如 ， 开 .Morita 的 模范 畴 的 等 价 理论 可 以 使 人 们 对 于 Wedderbu- 
rn~Artin 的 蛙 环 结构 理论 有 更 深入 的 理解 。 


2.1 范畴 的 定义 
定义 2.1 议 已 给 一 批 对 象 。 我 们 用 obj8 多 来 表示 所 有 这 些 对 
象 所 作成 的 类 。 又 设 对 于 类 objg 中 任意 两 个 对 象 4, B， 都 有 唯 
一 确定 的 一 个 集合 ， 这 个 集合 我 们 用 晶 om, 《A,B)〉 来 表示 。 当 
1 5Hom, (A,B) 时 ,我 们 称 f 是 4 到 8B 的 一 个 坊 射 ,用 f. 4 一 > 
及 或 4- 一 > 有 来 表示 。4 也 做 的 源 ， 刀 叫做 了 的 靶 。 再 设 对 于 类 
obig 中 任意 三 个 对 象 4，B, C, 当 Hom,(A, B) 及 Hom, (B,C) 
都 不 是 空 集 时 ， 都 唯一 确定 了 一 个 映射 / 
Hom,(A,B) x Hom,(B,C)-— > Hom, (A,C) 


(fg)H—> gf, 
gf 也 人 数 了 与 g 的 积 。 
如 果 此 外 还 满足 ; 
C.1 当 (A, B)E(A’, BI)N, Hom,(A,B)NHom,(A’,B’) 
= 9; 


C.2 对 于 类 opj 罗 中 每 一 个 对 象 4， 恒 存在 一 个 态 射 
14 CHom, (A, A〉 使 得 对 于 obj 儿 中 任意 对 象 站 及 任意 对 象 Y， 


EE ir re —— J. 


全 本 
fis=f, vfEHom, (4,X), 
lg= g, vg€E€ Hom, (Y , A). 

C.3 Mf EHom,(A,B),g EE Hom,(B,C),hiE Hom, cc D) 

时 ， 恒 有 
(hg)f = h(gf), 

则 各 〈objg 多 ,Hom,，.) 是 一 个 范畴 , 并 简单 地 用 多 表示 这 个 汇 哮 ， 

"5 是 范畴 时 ,对 于 obj, 中 任意 对 象 .4 由 于 有 1 EHom,(A4,A), 
上 Hom,(A,A) 寺 $8。 又 易 知 14 是 唯一 的 。 这 是 凤 为 落 
14 中 om,《(A, 4) 应 足 f14=f, VfEHom,(A,X) 及 ls4g=g， 
“gE Hom,(Y, A)， 则 由 1414 = 14 及 1414= 和 知 14 = 14. 

现在 我 们 给 出 沌 畴 的 一 批 例 子 。 这 些 例子 以 后 币 各 要 用 。 

亩 2.1 集 范 畴 >et 

命 obj2g 册 所 有 的 集 组 成 ，Hom, (4， | 所 有 
喘 对 组 成 ，g/ 是 映射 六 与 映射 g 的 积 ， 则 易 知 8 是 范畴 。 此 范本 剖 
革 所 电 ， 用 et 表示 。 又 易 知 1. 怡 是 集 4 的 更 等 映射 。 

例 2.2 和 群 范畴 C 

命 objg 由 所 有 的 群 组 成 ,Hom, (4 如) 由 群 4 到 群 如 的 所 有 群 
于 态 映射 组 成 ，g/ 是 映射 /与 g 的 积 ， 则 易 知 多 是 范畴 。 此 范畴 了 则 
证 沁 路 ， 用 和 表示 。 

例 2.3 左 R- 模 范畴 RR-mod 

命 objg 由 所 有 的 左 尽 - 模 组 成 , Hom,(A, B) 由 左 R- 模 4 到 大 
RR- 模 B 的 所 有 左 R- 映 射 组 成 ，gf 是 映射 与 gp 的 积 ， 则 易 知 名 是 
汇 畴 。 此 范畴 则 左 - 模 范畴 ， 用 RR-mod 来 表示 ， 

同样 有 石 尺 - 模 范畴 mod-RR， 又 ，Z-mod 及 mod-Z 也 叫 
Ahbel 群 范畴 。Abel 群 范畴 用 -480 表示。 

例 2.4 拓扑 空间 范畴 Top 

命 obj8 儿 由 所 有 的 拓扑 空间 组 成 ，Hom,(4, 召 ) 由 拓扑 空间 4 
到 拓扑 空间 8 的 所 有 连续 映射 组 成 ，gf 是 映射 与 gp 的 积 ， 则 萄 知 
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Zz 是 范畴 。 此 范畴 叫 拓 盾 空间 范 肤 ， 用 Top 表 示 。 
例 2.5 由 拟 序 集 确定 的 范畴 
设 (1, <) 是 一 个 拟 序 集 , 即 非 空 集 1 的 二 元 关系 所 满足 : 
(i)o<ao，vYacEIT(i) 由 ca 委 2 有 下 5 委 c 必 有 ao< 委 c。 
命 objg 由 7 的 所 有 元 素 组 成 ， 并 命 
{62}, ( 芒 0 迄 0) 
由 ，( 营 a 夺 b) 


这 里 纪 纯 属 一 个 记号 ， 并 规定 61 = 6;， 当 且 仅 当 (a, 6) = (c,d)， 
丹 对 ob<c， 规定 8c5;=&:， 则 吻 知 多 是 一 个 弛 睹 。 此 范畴 弟 做 
“由 氢 序 集 (1, 三 ) 确定 的 范畴 ， 用 7 表示 ， 
和 集 的 情形 一 样 定 义 态 射 组 成 交换 图 及 可 (唯一 地 ) 补 成 交 
换 和 等 概念 。 
回想 起 前 面 对 于 左 R- 单 射 及 左 R- 满 射 的 一 种 刻 划 ， 我 们 可 
引进 单 态 射 及 满 坊 射 。 设 2 是 范畴 ,f EHom,(A, B). 若 对 的 
仔 休 对象 X 及 任何 y EHom,(X, A)， 由 fp = fy 必 有 9=9， 
则 称 了 是 单 态 射 ， 记 成 f，-4 > 一 了 若 对 乡 的 任何 对 象 》 及 任何 
9, WEHom,(B,Y)， 由 gf = fj 必 有 =p， 则 称 f 是 满 态 射 ， 记 
成 /，-4 一 > 了。 若 存 在 gEHom,(B,， A) 使 fg=1s 昌 gf = 1， 
则 称 7 是 等 价 态 射 。 当 /GE Hom, (4 也 ) 是 等 个 态 因 用 ， 称 4 与 刀 
等 价 ， 记 作 4 兰 刀 。 
六 为 当 1402 = 149 了 时 有 2 = 多， 故 14 是 单 态 射 。 当 914= is 时 
有 92 = 区 ， 故 14 是 满 态 射 。 又 因为 有 1414= 14， 改 1 是 等 价 态 射 。 
设 g,p 是 两 个 态 射 ， 且 gy 有 意义 。 阁 9 及 y% 都 是 单 坊 射 ， 则 当 
(pW)f = (gy)g 时 ， 有 9(8f)= p(yg)， 故 yf = Bg， 从 而 又 有 fF = 
g， 故 9¥ 是 单 态 射 。 若 gy 是 单 态 射 ， 则 当 f= Ye 有 时， 由 于 
(pg) = (py)g， 就 有 f = g， 故 9 是 单 态 射 。 同 样 ， 当 op, % 都 是 满 
起， 0 是 满 态 射 。 当 多 生生 三 半 下 0 是 满 态 内。 
于 1 上 是 单 态 射 又 是 满 态 射 ， 放 等 价 态 映 攻 定 摇 是 单 态 射 


Hom, ab) -| 
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一 


又 是 满 态 射 。 但 要 注意 ， 一 个 既 单 且 满 的 态 射 未 必 是 等 价 态 射 。 
设 4-2> 5 及 ->C 都 是 等 价 态 射 ， 则 有 -二 > 4 及 
.C- > 万 使 g/g = 1， PP = 1s, WW = 1 ss PP = 上 oo 本 是 对 于 
4 了 9> C， 有 C > 4 使 
(PP IP) = (WY) P= 1a, 
(fo) p ) = pp) = 10, 
故 %0 是 等 价 态 射 。 
由 此 又 可 知 , 两 个 对 象 的 等 价 是 一 种 等 价 关 系 : 因为 1, 是 等 价 
态 射 , 故 4s 4， 当 4 关 时, 设 全 二 >B 是 等 价 态 射 , 则 有 了 -8> 4 
使 fg = 15， gf = 14， 届 Bb 也 是 等 价 态 射 ， 因此 BA,; 当 AsB 


日 BC 时 ， 设 4 -2> 有 及 万 -> C 是 等 价 态 射 ， 则 4 22> CC 是 
等 价 态 射 ， 因 此 4<C。 

当 多 = 几 -mod 时 ， 者 /是 4 到 如 的 一 个 态 射 ， 则 根据 对 于 左 刃 - 
单 射 及 左 尺 - 满 射 的 刻 划 ， 可 知 1 是 R-mod 中 的 单 态 射 ， 当 且 仅 
当 是 左 尺 - 模 4 到 左 尽 - 模 巨 的 左 尽 - 单 射 是 R-mod 中 的 满 坊 
射 ， 当 且 仅 当 了 是 左 R- 模 4 到 左 R- 模 B 的 左 R- 满 射 。 又 ， 明 显 知 
8 是 R-mod 中 的 等 价 态 射 ， 当 且 仅 当 f 是 左 R- 模 4 到 左 RR- 模 B 的 
左 尺 - 同 构 映 射 。 

当 多 = Set 了 时， 若是 4 到 如 的 一 个 态 射 ， 则 由 关于 映射 的 知识 
及 范畴 中 等 价 态 射 的 定义 可 知 7 是 Set 中 的 等 价 态 射 ， 当 且 仅 当 / 
是 集 4 到 集 B 的 双 射 。 我 们 来 证 明 ，f 是 Set 中 的 单 态 射 ， 当 且 仅 
当 f 是 集 4 到 集 B 的 单 射 。 事实 上 ， 设 /是 集 4 到 集 B 的 单 讨 ， 车 


XX 中 4 满足 fp= fp， 则 f(x) = fy(x)，Y x EX， 从 而 g(x) = 
p(x), VY x EX， 赦 g= 因此 /是 Set 中 的 单 态 射 。 反 之 ， 设 / 
是 Set 中 的 单 态 射 ， 若 at as E 4 使 Foi) = 了 (as) = 5 EB， 则 命 g 
10} 一 >A 是 65 上 厂 >q，Y%: 1 一 >4 是 > as 时 就 有 f9 = fy， 
从 而 p =， 故 a1= a;。 因 此 f 是 集 4 到 集 B 的 单 射 。 可 以 证 明 ，/ 
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是 >et 中 的 满 态 射 ， 当 且 仅 当 f 是 集 4 到 集 B 的 满 射 。 请 读者 自己 
让 明之 ， 

设 88 是 范畴 。 若 对 8 多 的 任意 两 个 对 象 4， 呈 , 集 Homv (4, 8) 
都 已 有 加 法 运算 ， 且 已 成 为 Abel 群 ， 并 且 对 于 任何 态 射 上/，8&， 
h， 只 要 加 法 及 乘法 是 可 以 实施 的 ， 就 忆 有 

f(g+h)= fgr+fh, 
(g+h)f = gf +h], 
则 称 多 是 一 个 预 加 法 范畴 。 可 知 有 -mod 及 mod-R 都 是 预 加 法 


2.2 范 子 


众所周知 ， 我 们 可 以 通过 和 群 同 态 映射 来 研究 群 与 群 之 间 的 联 
系 ， 通 过 左上 -映射 来 研究 左 并 - 模 与 左 尺 - 模 之 间 的 联系 等 等 。 范 
畴 与 光 畴 之 间 的 联系 是 通过 国 子 来 研究 的 。 

定义 2.2 设 名 ， 儿 是 两 个 范畴 ， 玉 是 一 个 法 则 ， 如 果 按 照 
法 则 忆 ， 对 于 8 多 的 每 一 个 对 象 4， 有 9 的 唯一 确定 的 对 象 已 (4) 与 
之 对 应 ， 对 于 每 一 个 1 EHom,(A, B)， 有 唯一 确定 的 FF(f)E 
Hom, 《F(A), FF(B)) 与 之 对 应 , 并 且 当 f,g 可 以 实施 运算 gf 时 ， 
恒 有 

Flgf)= FF(g)F CF) 

并 有 
Pt)=lr， VAEobjg ， 
则 称 疙 是 多 到 乡 的 一 个 共 变 畏 子 。 

例 2.6 设 乡 是 范畴 ，A 是 2 的 一 个 对 象 。 命 Hom,(A, - ) 是 
一 个 法 则 ， 它 对 于 多 的 每 一 个 对 象 闵 ， 规 定 Hom,(A, ~ )(X) = 
Hom,(A, XX), 并 对 每 一 个 EHom, (对 ,了 ), 规定 Hom, (A, -) 
(1): Hom,(A, 针 ) 一 >Hom,(A, 了 ) 是 gi-> fm， 则 易 知 Hom， 
《A, -~ ) 是 多 到 3et 的 一 个 共 变 六 子 。 以 后 用 fi 来 记 Hom,(A, - ) 
(7)。 因 此 f (9) = fy. 
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当 多 = RR-mod 有 时, 由 于 Hom, (A,B8) 就 是 Homa(A,B), 内 此 
自然 地 用 Homa(A, - ) 来 记 Hom,(A4, - )， 容 易 知 道 ， Homa 
(4 - ) 不 仅 是 -mod 到 Set 的 一 个 共 变 隙 子 ， 而 且 也 是 R-mod 
2NZ-mogd = -4 的 一 个 共 变 孙子. 

例 2.7 “ 设 4 是 一 个 右 尺 - 模 ， 命 4cos 是 一 个 法 则 ， 它 对 于 
R-mod 的 每 一 个 对 和 象 ， 规 定 (A4@s) (XX) = 4Q 7， 并 对 每 一 
个 fCEHoms(X,Y)， 规 定 (A4 的 n)(f) = 14f, 则 易 知 49 是 
人 -mod 到 Z-mod 的 一 个 共 变 芳子 . z 

类 似 地 ， 设 8 是 一 个 左 RR- 模 ， 规 定 (xB)(X)= XX 的 8B， 
(COzB)(f) = 了 @1s， 则 aB 是 mod-R 到 mod-Z 的 一 个 其 变 
鸭子 。 

例 2.8 设 多 是 范畴 。 命 1, 是 一 个 法 则 , 它 对 于 多 的 每 一 个 对 
绷 拉 ， 规 定 1,( 义 ) = 具 ， 并 对 每 一 个 f EHom,(X, 了 )， 规 定 
1 (1) = 了 ， 则 易 知 1, 是 G 到 多 的 一 个 共 变 函 子 ， 它 则 做 多 的 便 等 
_ 国 子 。 

在 研究 群 时 ， 除 了 考虑 同 态 映射 ， 我 们 有 时 还 考虑 反 同 态 
有 峡 对 。 类 似 地 ， 对 于 范 眶 来 说 ， 除 了 共 变 隙 子 以 外 ， 还 有 逆 变 
因 本。 

定义 2.3 设 多 ，5 是 范畴 ， 五 是 一 个 法 则 。 如 果 按照 法 则 
,对 于 2 的 每 一 个 对 象 半 , 有 多 的 唯一 确定 的 对 象 ( 久 ) 与 之 对 
应 ， 并 对 每 一 个 f E Hom,(X 了)， 有 了 瞧 一 确定 的 FF (f) € Hom， 
(7 下 (X)) 与 之 对 应 ， 并 且 当 放 ， 8 可 以 实施 运算 87 时 便 有 
Flgf)= F(AF(g), 

并 得 | 
(1)=1ro，， VY ACobjg, 
旭 称 所 是 乡 到 多 的 一 个 逆 变 苇子 、 

例 2.9 设 g 是 范畴 ，B 是 2 的 一 个 对 人 象 。 命 Hom:( ~,) 是 
一 信 法 则 ， 宛 对 于 多 的 每 一 个 对 象 民 ， 狐 定 Hom,。(- ,有 B)(XY)= 
Hom,《 计 ,BB)， 并 对 每 一 个 EHom,(X, 了 ), 规 定 Hom,(- 


82 范 冉 5 


(f): Hom (了 ,也 ) 一 > 了 com,( 3 有 ) 是 9F——> 9f, 则 易 知 fioni, 
(一 ,也 ) 是 多 和 到 >et 的 一 个 赣 变 因子 。 凡 后 用 天数 记 旺 om 一， 二 ) 
《f)。 因 此 f(g9) = gf. 

当 多 = RR-mod 上 有 时， 我 们 用 oms( 一,B) 来 也 Hom,(--,B). 
容易 知 扎 ， 且 ome(-，P) 不 仅 是 R-mod 到 Set 的 一 个 好 变 销 
半 ， 而且 也 是 RK-mod 到 Z-mod 的 一 个 逆 变 消 子 。 

类 似 于 中 射 的 积 ， 我 们 司 以 定义 鸭子 的 积 。 

设 f 是 范畴 2 到 范畴 儿 的 一 个 共 变 或 逆 变 隧 子 , 0 是 名 到 半 用 

E 败 一 个 共 变 成 道 变 时 子 。 对 于 多 的 每 一 个 对 象 反 ， 规 定 
GD)=GCCGCX)) 并 对 每 一 个 1 EHom,( 针 , 了 ), 规 定 GE(f) 
= GGFR(f)), 则 易 知 当下 ,和 皆 是 共 变 函 子 或 皆 是 逆 变 孙子 时 ， 
Gh 是 多 到 e 的 一 个 共 变 沙子 ， 当 了 ,GG 中 有 一 个 是 共 变 芳子 ， 胃 -…… 
个 是 逆 变 函 子 时，G 了 是 多 到 Ee 的 一 个 诞 变 函 子 、 

天 后， 设 多 ,多 痢 是 预 加 法 汇 睹 ， 玉 是 多 到 多 的 一 个 共 变 或 逆 
公 消 子 。 若 对 任何 ,gE Hom, (4,B8)， 恒 有 

Fl(f+ge)=F(f)+F(g), 
莫 称 二 是 多 到 多 的 一 个 加 法 共 变 孙子 或 加 法 逆 变 消 子 ， 


2.3 自然 变换 

现在 我 们 来 研究 吨 子 与 贡 子 之 间 的 关系 。 

定义 2.4 设 多 , 乡 是 两 个 范畴 ,上 及 下 是 2 到 多 的 两 个 沙子， 
旦 或 首 上 及 FF 都 是 共 变 函 子 ， 或 者 记 及 FF 都 是 逆 变 孩子 。 若 1 是 
一 个 法 则 ， 按 照 它 ， 对 于 9 的 每 一 个 对 象 4， 有 唯一 确定 的 
EHom,(E(4),FF(A4)), 并 且 当 EE 及 F 都 是 共 变 函 子 时 ， 有 交 
撤 图 ， 


E(A)—>F(A) 
ECD | (E71) Vy 4 一 > 万 ， 
Y fp ¥Y 
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当 上 及 都 是 逆 变 孩子 上 时， 有 交换 图 ， 
F(A)— >F(A) 
E(f) F(f) Y 有 -> 4， 
E(B)—>F(B) ， 
则 称 t+ 是 巨 到 下 的 一 个 自然 变换 . 
当 了 是 五 到 天 的 一 个 自然 变换 ， 且 每 一 个 妃 都 是 等 价 态 射 
时 ， 称 上 是 互 到 无 的 一 个 自然 等 价 ， 并 称 瓦 与 已 自然 等 价 ， 记 作 


ExzF 或 EXF， z 

例 2.10 考虑 全 -mod 到 有 -mod 的 图 子 Rs 及 恒 等 尔 子 1，- 
蕊 们 都 十 共 变 国 子 。 因 为 对 于 每 一 个 左 尺 - 模 4， 存 在 唯一 确定 的 
左 太 - 辐 构 映射 4，ROsA 一 > 4 满足 rQaoF->ra， 而 且 容 易 知 道 

RQ 44 
1@) jf Y A— > 万 ， 
RsB-——>B ， 
因此 t+ 是 Rs 到 1 的 一 个 自然 变换 。 又 因为 1 是 自然 符 价 ， 所 以 
kr1, 

例 2.11 考虑 R-mod 到 RR-mod 的 函 子 Homs(R, - ) 及 伍 铂 
国 村 1， 它 们 都 是 共 变 国 子 。 因 为 对 于 每 一 个 左 尽 - 模 4， 存 在 唯 
一 确定 的 左 K- 同 构 上 映射 14: Homa(R 4) 一 > 4 满足 FF-> f(1)， 
而 且 容 易 知 道 有 交换 图 . 

Hom »(R, 4) 一 人 4 
f Vv A4— > 8B, 
Homa(R, B)-“>B ,， 
因此 t 是 Homa(R, - ) 到 1 的 一 个 自然 变换 。 又 因为 + 是 自然 竺 
ft, FLAHoma(R, - ) 1. 
例 2.12 命 儿 是 域 上 所 有 有 限 维 向 量 空间 作成 的 范畴 ， 即 
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obj8 由 域 玉 上 所 有 有 限 维 癌 量 空间 组 成 ,Hom,( 广 , 矿 ) 由 空间 扩 
到 空间 矿 的 所 有 线性 变换 组 成 ，g7 是 映射 与 g 的 积 。 再 命 瑚 * 是 
空间 信 的 全 体 线性 函数 作成 的 上 有 限 维 向 量 空间 ， 设 玖 是 一 个 
法 则 , 它 对 于 多 的 每 一 个 对 象 六 ,规定 (VY)= (VV*)*, 并 对 每 一 个 
f EHom,(V, 玉 ), 规 定 电 (fF)，(V*)* 一 > (VV*)* 是 有 > hy, 这 
里 gy: WV* 一 >V* 是 6>5fj。 容易 验证 上 是 多 到 多 的 一 个 共 变 荡 
. 子 。 现 在 对 于 YG 的 每 一 个 对 象 矿 , 命 tfr: 一 > (V*)* 是 vu> v， 
其 中 ,VV* 一 > 下 是 n>n7(v)， 则 可 知 t 是 1; 到 EE 的 一 个 自然 变 
换 ， 且 +t 是 自然 等 价 。 因 此 1, 尘 上 £， / 

我 们 又 可 以 定义 自然 变换 的 积 。 

定义 2.5 设 多 , G 是 苑 畴 ， 上 ,下 ,CG 是 多 到 2 的 三 个 国 子 ， 都 
是 共 变 的 或 都 是 逆 变 的 。 青 设 5 是 上 到 下 的 一 个 自然 变换 ，t 是 FF 
到 G 的 一 个 自然 变换 。 对 于 多 有 的 每 一 个 对 象 4， 命 

(18) ,= tu5s, 

则 易 知 ts 是 EE 到 G 的 一 个 自然 变换 ， 叫 做 s 与 的 积 ， 

最 后 ， 我 们 介绍 范畴 等 价 的 概念 。 这 里 只 给 出 定义 ， 不 作 进 
一 步 讨论 了 。 | 

设 乡 , 是 范畴 ,请 是 2 到 多 的 一 个 共 变 函 子 . 若 存 在 9 到 2 的 
一 个 其 变 函 子 使 得 FE 衬 1, 且 EF 对 1。， 则 称 玉 是 多 到 多 的 一 个 
等 价 鸭 子 ， 并 称 多 与 乡 等 价 ， 记 作 多 兰 纺 。 


2.4 附加 对 


现在 我 们 研究 函 子 与 函 子 之 间 的 另 一 种 关系 。 
定义 2.6 设 儿 ,2 是 范畴 ， 开 是 到 儿 的 一 个 共 变 函 子 ,G 是 
乡 和 到 8G 的 一 个 共 变 国 子 . 若 对 于 每 一 对 (CC DD), 其 中 C 是 多 的 对 象 ， 
D 是 9 的 对 象 ， 都 有 唯一 确定 的 双 射 。 
to,0: Hom, (FPF(C), D)— > Hom,(C,G(D)), 
并 且 对 于 变量 C, 口中 的 每 一 个 都 是 自然 的 ， 即 
(i) 当 固 定 D 时 ， 有 交换 图 ， 
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Hom,(F(C), D)— >Hom,(C,G(D)) 
FO f* 


Too,D Y 
Hom,(F(C!’ ), D)——> Hom,(C’, G(D)), 


VC/ -> Cr， 


(11) 当 间 定 C 时 ， 有 交换 图 : 
Hom,(F(C), D)— >Hom,(C,G(D)) 


Bx G (BE) 


Hom,(F(C), D’) ?> Hom,(C GCD')), 
V D——>D’, 
刘 称 (F,G》 是 一 个 附加 对 ， 
作为 例子 ， 并 作为 张 量 沙子 与 共 变 Hom 沙子 之 间 的 一 种 重 
要 联系 ， 我 们 将 在 第 二 章 中 证 明 ， 车 已 给 (S$, 有 R)- 双 模 B， 则 
(Beos Homa(B, - )) 是 一 个 附加 对 ， 这 里 Bs 是 R-mod 到 
S-mod 的 一 个 共 变 孙子 , Homs(B, - ) 是 S-mod 到 R-mod 的 一 个 
其 变 函 子 ， 


2.5 积 及 上 积 


作为 模 的 直 积 及 外 直 和 概念 的 一 般 化， 我 们 可 以 在 任意 范畴 
中 定义 积 及 上 上 积 。 
定义 2.7 设 g 是 范畴 , {A4。|laEJ} 是 2 的 一 集 对 象 ， 若 A 是 
2 的 一 个 对 象 ，{p。: 4 一 >4ojacJ) 是 一 集 坊 射 , 它 使 得 对 于 它 
的 任何 对 象 X 及 任意 一 集 态 射 {f :和 一 > 4。jcEJJj， 恒 可 了 瞧 -- 
地 补 成 交换 图 ， 
A 4 


WA 


则 称 { 4, p。} 是 {.4s1a EJ 的 一 个 积 . 
pg = R-mod 时 ， 命 ps。 是 直 积 TA4。 到 4, 的 投射 ， 则 


{了 1 4。, p.} 就 是 {4。|a E77} 的 一 个 积 。 


但 是 对 于 任意 范畴 来 说 ,未 必 每 一 集 对 象 都 有 积 。 例 如 ， 命 多 
是 所 有 2 元 集 作成 的 范畴 , 即 objz 由 所 有 2 元 集 组 成 , Homv (4, B》 
由 A 到 B 的 所 有 映射 组 成 ，gj 是 映射 与 g 的 积 。 这 时 9 中 任意 两 
个 对 象 都 没有 积 。 事实 上 ， 设 4= {a azj, 有 = {bwbs}。 若 {GC， 
bo Pi} 是 4, B 的 一 个 积 ,其 中 pi € Hom,(C,A),ps€ Hom,(C,B), 
则 对 用 的 任意 对 象 芭 及 任意 广 ，j 恒 避 唯一 地 补 成 交换 图 ， 


Ce CA 区 
4 B 


因为 总 可 以 适当 地 取 和 及 fi,f;,， 使 记 ,f; 都 是 满 射 ， 故 出 
p19 = 放 及 pz9=f: 知 p11 及 ps 名 是 满 射 、 / 

设 C= lc1, C2}, 且 无 妨 设 bxCca) = Ci， pi(Ccs) = 4 ps(c1) = 
Di1， pz2 C2) = b,, 现在 命 = { Xi19 X2 并 命 广 (xi) 一 filx,) = di, 
f(x1) = fax;) = bp。 这 了 时 大 9(X1) = cl， 则 一 方面 有 加 PCxi) 
= ps(C1) = Di， 男 一 方面 又 有 tp(xi) = f(x1) = 2， 这 不 可 能 ， 
因此 g(x1) = cx。 但 这 时 将 有 p19(Xx1) = 加 (cz)= as 及 pip(x1) = 
f1(x1) = 0。 玫 导 。 故 4 4 8B} 没 有 积 ， 

虽然 对 于 任意 泥 畴 来 说 ， 未 必 每 一 集 对 象 都 有 积 ， 但 看 一 集 
对 象 有 积 ， 则 在 下 面 定理 的 意义 下 ， 积 只 有 一 个 。 

定理 2.1 设 多 是 范畴 ，{ 4,p。} 及 {A!, pp,} 都 是 多 中 一 集 对 
象 1.4。1aE 的 积 ， 则 存在 唯一 的 等 价 态 射 5，A 一 > A 满足 


62 第 一 草 贷 及 范 晨 


paé= bovacy。 


证 ”由 交换 图 
A A 
入、 A 六 Pp, 
A. /a 
yaEyJ " 


Mpep= pe, pas= pas iC 
Pa (QE)=pa, palE@m)=pis, VacEy 


于 是 由 交换 图 
1 
A < 二- et ee ee A A -A 
入、 A p, A 


yoaEJ 


知 PE = 1 59 =14。 因 此 5 4 一 >A' 是 等 价 态 射 ， 且 满足 p.5 = 
ps, YaE€y. 


因此 当 {4, pe} 是 {4c1aE7} 的 积 时 ， 记 4= TA4.、 


类 似 地 有 上 积 的 概念 。 

定义 2.8 设 儿 是 范畴 ，{4.jaEyl 是 的 一 集 对 象 ， 匣 
所 是 多 的 一 个 对 象 ，{4。; 4. 一 >A|la EJ} 是 一 集 坊 射 ， 它 使 得 对 
于 多 的 任何 对 象 基 及 任意 一 集 态 射 {j。: 4 一 > 反 | ac Ey), 恒 可 唯 
一 地 补 成 交换 图 


则 称 {4,4。.} 是 (4.|cecy 的 一 个 上 积 。 

当 多 = R-mod 时 ， 命 1 是 4。 到 外 直 和 @ 4. 的 入 射 ， 则 
由 ， 4 4h} 就 是 {4.14 EJ 的 一 个 上 积 、 

类 似 地 容易 证 明 下 面 的 定理 ， z 

定理 2.2 设 乡 是 范畴 , {4, 14。} 及 {4/, 久 } 都 是 名 中 一 集 对象 
(41a EJT} 的 上 积 ， 则 存在 唯一 的 等 价 态 射 5, 4 一 >4 满足 
Sha= A VaEJ, . 


当 { A,4} 是 {4.1a€E7} 的 上 积 时 ， 记 4= 上 4。. 


2.6 正 癌 极限 及 逆 极 限 


象 定义 积 及 上 上 积 时 所 提出 的 这 种 问题 也 泛 映 射 问题 ， 积 及 上 
内 则 分 别 是 所 说 的 有 具体 的 泛 映 射 问 题 的 解 。 丛 前面 的 论证 看 出 ， 
同一 个 泛 映 射 问题 的 任意 两 个 解 中 的 对 象 都 是 等 价 的 。 

现在 我 们 研究 为 外 两 个 泛 映 射 问题 ， 它 们 的 解 分 别 叫 做 正 向 
极限 和 逆 极 限 。 正 向 极限 和 逆 极 限 分 别 包 含 上 积 及 积 作 为 它们 的 
特殊 情形 ， / 

我 们 先 引 入 正 向 系统 的 概念 ， 

定义 2.9 设 多 是 范畴 ，! 是 由 拟 序 集 (1, <) 确定 的 范畴 。 

J 了 到 Y 乡 的 一 个 蔷 变 国 了 于 则 做 多 中 一 个 以 ! 为 指标 集 的 正 加 系统 ， 

设 严 是 多 中 一 个 以 ! 为 指标 集 的 正 回 系统 。 对 于 每 一 个 i E17， 
记 记 ,= 下), 可 知 它 是 多 中 对 象 。 当 i, JE 且 委 7 时 ,下 om 7) 
= {6;,， 我 们 记 9; = 三 (6;)。 因 为 当 i,7,RES 且 i 和 /所 k 肝 ， 
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16; = 1, 而 是 共 变 函 子 ， 故 有 gig9; = gi。 以 后 我 们 用 {FF 
9 i} 来 表示 
现在 我 们 给 出 正 向 极限 的 定义 ， 

定义 2.10 设 {,,g;} 是 多 中 一 个 以 7 为 指标 集 的 正 向 系统 。 
再 设 4 是 YG 的 一 个 对 象 ， {Qi: 了 ;一 > AliE1) 是 一 集 态 射 ， 满 足 
ai= ajg;}，Vij。 车 {A,Q;} 使 得 对 于 g 的 任何 对 象 式 及 任意 -- 
集 态 射 {j: 焉 一 > 和 ET (满足 f= fipi, Yi 去 门 ， 重 可 唯一 
地 补 成 交换 图 ， 


则 称 {4, ci} 是 正 向 系统 {Fg;} 的 一 个 正 向 极限 ， 记 作 4= 
lim FF,, 


”“ 正 向 系统 {9g} 的 正 向 极限 的 定义 也 可 图 示 如 下 ， 


limF; ~~ 


站 中 所 有 的 三 角形 者 是 交换 图 
. {ff;，9;} 是 多 和 个 以 了 味 集 的 正 向 有 统 ， 且 


en 有 TPR OO 此 
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im FF,= F.,. 
im 


证 ” 凡 为 仅 有 ?5 委 1， 而 0 = 1y,， 政 有 Ah.= hj9 1， yi 三 7。 于 
是 对 于 多 的 任何 对 象 羡 及 任意 一 集 态 射 {[f:: 了 :一 XiE1}, 但 
可 唯一 地 补 成 交换 图 : 


I Fi 


A 万 


因此 lim PF.,= [IF 


当 多 = 玉 -mod 时 ， 由 于 每 一 集 左 R- 模 都 有 外 直 和 ， 故 车 
(7, 委 ) 是 平凡 拟 序 集 ， 则 有 -mod 中 每 一 个 以 1 为 指标 集 的 正 向 
系统 {, 9;} 都 有 正 向 极限 , 且 im ,= @ FF,。 在 第 二 章 中 我 
们 还 将 证 明 ， 对 于 任何 拟 序 集 (7 三), R-mod 中 每 一 个 以 1 为 指 
标 集 的 正 向 系统 都 有 正 向 极限 ， 

设 〈z, 委 ) 是 拟 序 集 。 若 对 任何 i, 7 ET, 恒 存在 &ET 使 1<<， 
ij 过 ， 则 称 (7, 委 ) 是 正 向 拟 序 集 。 以 后 常常 会 遇 到 以 正 向 拟 序 
集 为 指标 集 的 正 向 系统 ， 

例 2.14 设 已 给 左 K- 模 放 的 一 列子 模 


CSS 二 
Nlim A,= (| A.,. 
> i 1 


证 设 1 是 全 体 自然 数 作 成 的 集 ， 并 设 生 是 普通 数 的 筷 ， 则 

(7, 竺 ) 是 拟 序 集 。 对 于 i E17, 命 400) = A 并 对 i 和 <j， 命 A(83); 
4 二 > 4;, 则 立刻 看 出 4 是 1 到 Kk-mod 的 一 个 共 变 东 子 . 因此 A 是 
有 R-mod 中 一 个 以 了 为 指标 集 的 正 同 系统 。 记 89; = A(s;), 则 此 正 
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器 条 统 记 成 [A,, 9 5}， 全 Ci: A, 一 一 》 U A,, RU Qs ， 二 Qi VY < 


我 们 证 明 ，{ LU 4。c,]} 是 正 向 系统 49 中 的 正 向 极限 

为 此 ， 设 对 是 任 一 左 尼 - 模 ，{ 记 :4 一 > 和 iiE7) 是 任意 一 集 
左 R- 映 射 ， 但 是 满足 fp; = fi，Yi<j。 当 xE U A 时 ， 必 有 有 
IE /使 xE4， 从 而 有 jx)EX。 若 xE4， 且 xxE-4， 则 因 总 
有 i171 或 71i， 政 不 妨 设 i<ji. 于 是 由 f=fjg9; 及 gi A 一 > 
A， 知 fi(x) = 了 (x)。 命 B 【i 4 一 >X 是 xi->fi(x)， 其 中 


$e 


x€A, 向 入 知 是 左 人 -映射 ， 且 有 区 远 图 . 


V4 上，、r 


NA" 


又 易 知 使 上 图 交换 的 左 R- 映 射 8 唯 一 , 故 im 4,= U 4 


例 2.15 设 几 是 左 R- 模 。 若 {A;|i ET} 是 村 的 所 有 f,g. 子 横 

作 帮 的 集 ， 则 
lim A.=M. 

正 ”对 于 i, 7 E7， 下定 61 当 且 仅 当 4 cS4;, 则 易 知 (1, 志 ， 
成 为 正 问 拟 序 集 ， 

对 于 i,7EIJ， 且 i 和 <j， 命 9;，A, 呈 ->A;， 则 (4,,g;} 是 
-mod 中 一 个 以 1 为 指标 集 的 正 向 系统 ， 

对 村 IE7， 命 ac A; 了 MM， 则 可 知 wo = ca， Vi<J。 我 
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人 证 明 ，{ 衣 ,Qa;} 是 {A4;，9 站 的 正 向 角 限 . 

为 此 ， 设 站 是 任 一 左 R- 模 ， 并 设 {j.. 4A; 一 >X1iE7} 是 任意 
-- 储 左 民 -映射 ， 但 是 满足 万 py = 了;,， Yi 专 j/. 

当 x EM 时 ，x ERx。 因 为 Rx 是 村 的 一 个 1.g, 子 模 ， 故 存 在 
s ET 使 Rx = 4。 这 样 ， 就 有 (xx)EAX。 若 xE4， 且 xxE4， 
则 | 因 7 是 正身 拟 序 集 ， 故 有 RE7 使 * 委 R tk&,， 于 是 由 了 = 
f 09: 及 f= 了 9: 就 有 f(x)= f(x)，f (x)=fi(x)， 从 而 f(xx) 
= f(x)., : 

现在 命 B8，M 凡 一 请 站 是 x 三 > 了 ,(x), 其 中 x EA,， 则 易 知 6 是 
左 R- 映 射 ， 且 有 交换 图 ， 


Mo > XX 
入、 A 将 


并 且 易 知 能 使 上 图 交换 的 左 尺 - 映 射 6 是 唯一 的 。 故 {M，ai} 是 
(4,9g 纯 的 正 向 极限 。 因 此 lim 4, = 1， 


例 2.16 设 已 给 内 直 和 MM = 由 A 其 中 以 是 左 R- 柑 ， A 是- 


导 的 于 模 ，Y RER， 则 四 全 是 其 一 切 有 限 郭 分 直 和 的 丐 向 
设 限 。 

证 设 {iE7Z) 是 由 亿 的 一 切 有 限 部 分 直 和 作成 的 集 , 
对 于 2 7E7 规定 i) 当 且 仅 当 个; 侍卫 ;， 则 易 知 (4 过) 成 为 
正 问 拟 诗集 。 再 对 于 和 1， 命 9;; 了 :三 访 F;， 则 {了 ,9 站 是 
4-mod 中 一 个 以 -为 指标 集 的 正 癌 系统 。 又 ， 对 于 !E7， 命 Qi 
Fi 人 > 的 4， 则 可 知 ;9;= co， Yi 和 六 和 例 2.15 类 似 地 可 以 


证 明 { @ 4 wj} 是 {Fog 呈 的 正 向 极限 ， 履 lim FF,= 田 4 
例 2.17 设 尺 是 交换 整 环 ，Q 是 有 的 分 式 域 。 对 于 9EQ 及 
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rER， 定义 ar 是 g 及 r 在 Q 中 的 积 ， 则 Q 成 为 左 R- 模 ， 命 了 = 
{i ER|i0}， 并 对 i, 7 ET, 规 定 i 志 7 当 且 仅 当 让 j, 则 易 知 (7 去 ) 
成 为 正 问 拟 序 集 ， 

对 于 i 了， 命 xi= 一 EQ， 并 命 书 ,= Rx:。 当 i<<j 了 时 ， 可 设 


7}=1r7， 其 中 r ER， 则 有 x;=rxj, 故 FFj。 会; FF 
则 易 知 {;, 5} 是 RR-mod 中 一 个 以 1 为 指标 集 的 正 向 系统 ， 

对 于 J， 命 0;;: 了 :8， 则 和 例 2.15 类 似 地 可 以 证 明 
to, Qi 是 { 古 ,, 9 5} 的 正 向 极限 ， 故 lim F,=Q. 

现在 我 们 介绍 一 种 重要 的 正 疝 极限 ， 它 叫做 推出 ， 

定义 2.11 设 多 是 范畴 ,(7, 二) 是 三 点 拟 序 集 ,如 7= {1,2,3)， 
且 际 了 i<i, YITE7 只 有 1 委 2 及 1 委 3。 若 多 的 一 个 以 7 为 指标 集 的 
正 问 系统 { 写 9 分 有 正 向 极限 {4, cc 则 4 吧 做 { 忆 so) 的 推出 、 

可 知 { 二 9 分 的 推出 也 可 以 直接 按 以 平方 式 定义 ; 

设 已 给 图 . 


F,— >F，, 
9 
Qs 


且 对 g 的 任何 对 象 世 及 任何 下 站 >XX 及 ,> 只 要 满足 
fs0:=f2， 则 和 鲁 存 在 唯一 的 6B， 4 一 > 所 使 下 图 中 右边 的 两 
个 三 角 撒 都 是 交换 图 ， 
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则 称 4 是 to，92 分 的 推出 。 

注 。 这 里 Qi: 一 A 是 a1= qi = Ga03， 省 赂 ， j Fi———> 
文 是 f1= f.9;= fs9;3， 省 略 ， 

例 2,18 设 了 .4 一 >B 是 左 R- 上 映射 ， 则 Cokerf 是 一 个 
Rp 


| 


0 COKerS 


发 
其 中 p 是 自然 同 态 映射 。 故 上 图 中 的 正方 形 是 交换 图 。 又 ， 2 满 
是 pf = 10。 
由 Of =0 知 imrskerp， 故 由 模 局 态 基 本 定理 拓 人 往 在 瞧 一 

和约 左 及 -映射 6B，Cokerf 一 > 信使 下 图 是 交换 图 ; 

8 

| p 
p 

有 


COKeET 厂 一 一 一 一 一 一 ~ 一 龙 


0 一 人 人 Coker/ 


有 


因此 Cokerf 是 一 个 推出 。 

弄 在 介绍 道 系 绕 及 逆 极 限 . 

定义 2,12 设 多 是 范畴 ，7 是 由 拟 序 集 (六 委 ) 确定 的 范畴 。 
7 到 产 的 一 个 首 变 畏 子 叫做 多 中 一 个 以 7 为 指标 集 的 赣 系 统 。 

设 下 是 多 中 一 个 以 7 为 指标 集 的 赣 系 统 。 对 于 每 一 个 ET 记 
F,= FO 对 说 DJ7E7T， 且 1， 记 oO= 开 (6 则 当 27， 
RE7， 且 i 委 / 委 R 时 ， 有 02;0=95。 以 后 我 们 用 {fF,,8i} 来 

定义 2.13 设 {1P9 抽 是 多 中 一 个 以 7 为 指标 集 的 逆 系 统 . 再 
设 4 是 的 一 个 对 象 ，{Q;:， A 一 这 了 |iE 7 是 一 集 态 射 ， 满 足 
iQj=Qi， Vij。 若 {4,Qi} 使 得 对 于 多 的 任何 对 象 祥 及 任意 一 
集 坊 射 {fi: 了 一 了 FiET) (满足 91f;=f，Yi<j)， 恒 可 唯 
一 地 补 成 交换 图 ， 


A < 一 


SA 


则 称 1-4, or) 是 训 系 统 (sp 站 的 一 个 逆 极 限 , 记 作 4= lim Pr 
证 系统 4F,，9 颖 的 逆 极 限 的 定义 也 可 图 示 如 下 ， 


vi€J, 


$2 范 哮 71 


图 中 所 有 的 三 角形 都 是 交换 图 ， 
例 2.19 ” 设 乡 是 范畴 , (六 夺 ) 是 平 几 氢 序 集 ， 若 { 严 sp 人 是 G 


中 一 个 以 7 为 指标 集 的 逆 系 统 ， 且 {iE 7} 有 积 (和 Fs ps}， 则 


(9i} 有 北极 限 , 目 im 47,= LIF 


其 证 明 完 全 和 例 2， 1 
是 平凡 拟 序 集 ， 则 有 R- mod 中 每 一 个 以 7 为 指标 集 的 赣 系 统 {F i} 


都 有 北极 限 ， 且 1imF,= TIF,。 在 第 二 章 中 我 们 还 将 证 明 ， 


对 于 任何 拟 序 集 (7, 三 ), R-mod 中 每 一 个 以 1 为 指标 集 的 逆 系 统 
都 有 道 极限 ， 
现在 我 们 介绍 一 种 重要 的 逆 极 限 ， 它 叫做 拉 回 ， 
定义 2.14 设 多 是 范畴 ,7 是 三 氮 拟 序 集 。 若 多 中 一 个 以 了 为 
指标 集 的 逆 系 统 {,, pg!} 有 逆 极 限 {4, cj}， 则 4 叫做 { 忆 of ) 的 
拉 问 ， 
可 知 { 了 ,9 站 的 拉 回 也 可 以 直接 按 以 下 方式 定义 ， 
这 已 给 图 . 
Fe Fr, 
Pp 
上 
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若 4 是 G 的 对 象 , 4 一 > 下，A->F', 使 下 图 是 交换 图 


Fi< PF, 


Us 


F< 4 ， 


且 对 多 的 任何 对 象 瑟 及 任何 XX >F :及 XX >F 3， 只 要 满足 pf， 
= ?fs， 则 恒 存 在 唯一 的 . “一 《使 下 图 中 右边 的 两 个 三 
形 都 是 交换 图 . 


人 
和 一 一 一 也 


浊 称 4 是 {五 ,,9i} 的 拉 回 . 

注 。 这 里 ai: 4 一 > 了 ,是 a1= 9 ?Qs = gias， 省 略 ，f 1: 六 一 > 
人 是 f= if = 省 略 ， 
例 2.20 设 f; 4 一 >B 是 左 R- 映 射 ， 则 kerf 是 一 个 拉 辐 . 
证 。 考 虑 图 

月 / 


oo— A 
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pp 


可 知 上 图 中 的 正方 形 是 交换 图 ， 又 ，9 满 足 fp = 0 
由 fg = 0 知 imy 三 kerf， 故 存在 唯一 的 左 R- 上 映射 ;和 一 这 


kerf 储 下 图 是 交换 图 . 


而 总 然 有 交换 图 ， 


因此 kerf 是 一 个 拉 回 . 

最 后 ， 我 们 指出 附加 对 的 一 个 重要 性 质 ， 即 有 下 面 的 定理 。 

定理 2.3 设 G9, 9 是 范畴 ,下 是 G 到 乡 的 一 个 共 变 国 子 ,G 是 乡 
到 乡 的 一 个 共 变 函 子 ， 且 (fF,G)〉 是 附加 对 。 再 设 (7 委 ) 是 一 
个 拟 序 集 。 

(i) 若 {A,,g;} 是 多 中 一 个 以 7 为 指标 集 的 正 向 系统 ， HlimA., 
存在 ， 则 下 保持 正 向 极限 ， BF (lim A) = lim F(A) 

(iD 巷 {Bi,y!} 是 9g 的 一 个 以 1 为 指标 集 的 逆 系 统 ， HlimB, 


存在 ， 则 C 保 持 逆 极限 ， 即 
Glim B,)=1lim GB.,). 
证 我 们 只 证 明 (i)。 完 全 类 似 地 可 以 证 明 (ii). 
因为 {Ai, gq;} 是 1 到 乡 的 共 变 芳子， 站 是 多 到 多 的 共 变 函 子 ， 


一 i 
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履 它们 的 积 是 7 到 允 的 共 变 函 子 。 因 此 { 忆 (40)，F(ogj)} 是 2 中 
-个 以 /为 指标 集 的 正和 疝 系 统 ， 

{lim A,,Q4}) 是 {4 8;} 的 正 同 极限 ， Wa, = Ci0 1;, YY 和 7]， 
(a) = 下 (a) 玉 (9) ,Yi<j. 我 们 证 明 {7(lim4,), (as)} 是 
{五 (A0), 了 (95)} 的 正 向 极限 ， 

为 此 ， 设 X 是 多 的 任意 对 象 ， 并 设 坊 射 {g， 严 (4) 一 > 
六 | 必 C7 满足 gj 了 (09)) = gis vi 和。 因为 (FPF, G) 是 附加 对 ， 
就 对 每 一 个 ;GE7， 有 双 射 Oo Hom, (f(A), X)—>Hom, (A,, 
G( 广 )) 使 有 交换 图 ， 

Hom,(F(A;), X)— >Hom, (A;, GCOX)) 
Fly;)* (PP 六 Vy ?J 


Oi 
Hom ,F(A.,), A)———>Hom, (A.,, G(X)), 
下 此 交换 图 知 (QI Oj(gi) 一 Di (OD;)* (gj), 从 而 oj;(gij)9 i 
= Ooig0，， Yi 和 1/。 因 此 ， 本 唯一 地 补 成 交换 图 ; 


有 为 人 CC) 是 附加 对 ， 豆 有 双 射 z 使 下 图 交换 ， 
Hom,(F (limA), X)——>Hom, (lim 4,, G(X)) 
-一 一 为 -> , 


Ce 


F(a ss )* 


Hom, (F (A), X)— >Homs A; GX 
ViEl, / 
PE Hom, (PF Him 4.), 义 ) 使 (7)=p， 则 出 ai*7(?>) = 


i (CaN)* (ye B= oP (0,)), 从 而 tai= oF (a.)). 
但 Aai= ogi), 让 og = 07YLA(Cci))。 由 了 于 c， 征 双 射 ， 故 


a 


82 江 于 75 


yr (ai) = gi viCl, 因 紫 有 父 换 疼 . 


y 
I’ (lim A;) X z 
> vi€ElI 
F(ai) 6 1 


F(A,) 

窑 多 知道 ,能 使 上 图 交换 的 唯一。 事实 上 , 着 7 ,FF( lim 4;) 
-一 > 满足 ?ccD)=g Yi€EJ], 则 rr )a=air(y’)-= 
oF an (y= oy F(a)) = 0.(gi), vt€El. 故 z(y )= pp, 从 t 
2 =7, 因 此 {Fim 4,),F(Q0)} 是 {P(Ai),F(9;)} 的 正 向 极限 . 
故 已 (lim A) = limF(A,). 

- -一 >> 一 > 


2.7 对 偶 原 理 


细心 的 读者 可 能 已 经 看 出 ， 在 单 坊 射 与 满 坊 射 之 间 有 一 种 关 
系 ， 这 种 关系 和 积 与 上 积 之 间 的 关系 以 及 正 向 极限 与 逆 极 限 之 间 
的 关系 十 分 类 似 ， 为 了 和 弄 清 这 种 关系 ， 我 们 先 引 入 一 个 范畴 的 逆 
池 叶 的 概念 。 

设 多 是 一 个 范畴 ， 则 出 多 可 以 作出 一 个 新 的 范畴 多 "2 如 下 ， 

命 objg ”= obj 多 。 于 是 当 4 是 多 的 一 个 对 象 时 ， 它 也 是 多 ?? 
的 一 个 对 象 、 这 同一 个 4, 作为 ”的 对 象 时 用 A 来 记 ， 

再 命 Homgor(A?%?f, Bf) = Hom,(B, A)， 二 是 当 f 是 多 的 对 
象 万 到 4 的 一 个 态 射 时 , 它 也 是 "的 对 象 4°? 到 Br 的 一 个 坟 射 ， 
这 同一 个 F， 作 为 42" 到 号 "2 的 态 射 时 用 Fo" 来 记 。 

请 后 , 当 f*? EHomgor(A°", 万 "5)，g"2 EHomg or(B°*, C°7) 
于 ， 定 义 g :f= (fg)"*， 可 知 g"”*f°?EHomgor(A’?, C°7). 

易 知 多 "是 一 个 范畴 ， 它 时 做 多 的 逆 范 畴 ， 

我 们 立刻 看 出 ，( 色 2")27 = 多， 

设 5 是 一 个 陈述 语 。 若 它 对 任何 范畴 都 有 意义 ， 即 组 成 S 的 
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一 rare 人 Te 上 


用 语 中 仅 涉 及 对 象 、 态 射 及 态 射 积 等 概念 ， 则 称 S 是 一 个 范畴 陈 
述 语 。 

今 设 "是 一 个 范畴 陈述 语 。 若 多 是 一 个 范畴 ( 它 可 能 是 一 个 
其 体 的 范畴 如 有 -mod，9et 等 等 ), 则 当 将 > 应 用 于 多 时 ， 束 得 到 一 
个 仅 涉 及 多 的 对 象 、 态 射 及 态 射 积 的 陈述 语 ， 我 们 用 >(8 多 ) 来 记 
它 。 这 样 ， 当 将 3 应 用 于 范畴 2 时， 就 得 到 3 (多)， 

例如 ， 设 范畴 陈述 语 ,9 是 : 

“是 一 个 对 象 ， 对 于 每 一 个 对 象 Y， 有 和 且 仅 有 一 个 态 射 
f. VY—>X» 
员 《多 ) 是 . 

“是 多 的 一 个 对 象 ， 对 于 多 的 每 一 个 对 象 】,， g 中 有 且 仅 有 
一 个 态 射 f/:.Y 了 一 > 六” 
而 SC””) 则 是 ， 

“是 多 “的 一 个 对 象 ， 对 于 2g” 的 每 一 个 对 象 Y”, 名 ”中 
有 且 仅 有 一 个 态 射 六 了 所 一 > 三 2 

内 为 多 “的 对 象 也 是 多 的 对 象 ，8 多 ?的 态 射 也 是 多 的 态 射 ， 故 
实际 上 >” 多“) 也 给 出 了 关于 多 的 对 象 、 态 射 及 态 射 积 的 一 个 陈述 
语 . 我 们 将 ” (多 所 ) 译 成 关于 多 的 陈述 语 ,这 个 陈述 语 叫 做 3(8) 的 
对 偶 陈 述 语 ,用 S”“ (9 多) 来 记 . 根 据 9 的 定义 可 知 ,为 了 将 S(G 7) 
译 成 >"“( 多 ), 只 要 将 53(g””) 中 所 涉及 到 的 ”的 对 象 4%?，B?”， 
C“，… 等 等 分 别 换 成 8 的 对 象 4, B,C,… 等 等 ,将 SC(g"?) 中 所 涉 
及 到 的 多 ”的 态 射 帮 ”9g 等 等 分 别 换 成 多 的 态 射 六 g, 思 
等 等 ， 并 辐 时 对 调 源 及 轰 的 位 置 ， 即 当 将 站? 换 成 时， 同时 将 箭 
头 的 指 癌 反 转 ， 则 就 得 到 了 ?7”(G)。 

继续 使 用 上 面 的 例子 ， 可 知 S?"?" (9 ) 是 : 

“ 么 是 8 多 的 一 个 对 象 ， 对 于 8 多 的 每 一 个 对 象 Y， 多 中 有 且 仅 
有 一 个 态 射 /: 六 一 > 了 Y”, 

容易 看 出 ; 3?” (8 多 ) 的 对 偶 陈 述 语 恰 是 S( 多 )。 故 关于 9 的 
两 个 范畴 陈述 语 之 为 对 偶 的 ， 乃 是 相互 的 . 
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ee 


若 范 畴 陈述 语 5 定 义 了 一 个 概念 ， 则 SC 名 ) 定 义 了 多 中 一 个 概 
念 。 辽 时 3””( 儿 ) 也 定义 了 多 中 一 个 概念 ， 贡 做 3 (名) 所 定义 的 概 
念 的 对 偶 概 念 。 根 据 刚 才 所 说 ，8 多 中 两 个 范畴 概念 之 为 对 偶 的 ， 
是 相互 的 ， 

作为 例子 ， 我 们 说 明 ， 对 于 任何 范畴 单 态 射 与 满 态 射 是 互 
相对 偶 的 概念 。 

为 此 ， 命 范畴 陈述 语 ? 是; 

“sf ，4 一 人 也 是 态 射 ， 对 于 任何 对 象 4， 及 任何 9, ERHom 

(X,4)， 由 jp = fy 必 有 9 =y”。 
在 多 是 一 个 范畴 ， 则 > (名 ) 是 ; 


4f :4 一 > 再 是 多 的 态 射 ， 对 于 多 的 任何 对 象 大， 及 证 二 
00EHom (上 44)， 由 1o = fy 必 有 9 = 9%2。 
这 有 时 ( 多 2) 是 


1047 一 >B" 是 Go 的 态 射 ， 对 于 8"" 的 任何 对 象 三， 
及 任何 p?22?， wp oP EHom,or(X°”, A'?), 由 ”op22 = 了 ?oo? 必 有 
oP = PoP 

于 是 S$S”(Z) 是 ， 

“ff,，B 一 >4 是 多 的 态 射 ， 对 于 的 任何 对 象 了 ， 及 任何 
9,yEHom,(A, XX)， 由 gf = 好 必 有 9 = 区 7。 

我 们 知道 , (多 ) 定义 了 多 中 态 射 /是 单 态 射 , 而 4 所 (8 多) 则 定 
义 了 8 多 中 态 射 是 满 态 射 。 故 对 于 任何 范畴 , 单 态 射 与 满 态 射 是 互 
相对 偶 的 概念 ， 

同样 ， 易 知 积 与 上 积 是 互相 对 偶 的 概念 ， 正 向 极限 与 逆 极 限 

(从 而 上 核 与 核 ) 是 互相 对 侦 的 概念 

若 范畴 陈述 语 S 提 出 了 一 个 命题 , 则 S(2) 提 出 了 多 中 一 个 命 
题 .这 时 3””( 多 ) 也 提出 了 多 中 一 个 命题 ,叫做 SC 多 ) 所 提出 的 命题 
的 对 偶 命 题 。 根 据 前 面 所 说 , 多 中 两 个 范畴 命题 之 为 对 偶 的 ,是 相 
百 的 。 由 (多 ) 的 定 头 可 知 ，S””( 多 ) 在 多 中 成 立 ， 当 和 且 仅 
当 2 《多 ”) 在 多 “中 成 立 ， 
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于 是 我 们 立即 得 到 范畴 的 对 偶 原 理 如 下 : 
. 设 范 畴 陈述 语 = 提 出 一 个 命题 . 若 对 任何 范畴 多 ,9 (8 多) 在 8G 中 
成 立 ， 则 对 任何 范畴 多 ,32 (Y) 在 多 中 也 成 立 。 
例如 ， 以 前 我 们 凤 分 别 证 明 过 ， 在 任何 范畴 中 ， 两 个 单 态 射 
的 积 是 单 态 对 , 两 个 满 态 射 的 积 是 满 态 射 .不 难看 出 , “两 个 单 态 射 
的 积 征 单 态 射 ”与 “两 个 满 态 射 的 积 是 满 态 对” 这 两 个 命题 是 互 
相对 偶 的 。 因 此 ， 只 要 我 们 已 经 证 明了 这 两 个 命题 中 的 任何 一 个 
在 任何 范畴 中 都 成 立 ， 则 据 对 偶 原 理 即 知 另 一 个 命题 也 在 任何 范 
暑 中 都 成 立 而 无 需 再 证 明 。 


习 题 一 


《1) 设 已 给 左 R- 模 内 直 和 4 = B 倒 C， 并 设计 是 4 的 子 模 ， 
且 肯 二 B。 证 明 ; MM = B@ CM NC). 
(2) 设 1 ,MM 一 > 访 是 左 R- 满 射 , 民 是 左 R- 模 M 的 子 模 ,证 明 ; 
(人 石门 kerf =0， 则 fix: 太一 >N 是 左 R- 单 射 ， 
(iD 车 K+ kerf = M， 则 /zx: 开 一 > 六 是 左 尽 - 满 射 。 
(3) 设 A4 是 左 R- 模 。 若 A 专 0，, 且 4 只 有 两 个 子 模 ，0 及 4， 
则 称 .4 是 一 个 单 左 尺 - 模 。 
设 几 是 左 R- 模 ， 证 明 以 下 条 件 等 价 .， 
(1) 及 是 单 左 RR- 模 ， 
(1) 对 于 任何 左 R- 模 尖 ， 每 一 个 非 零 左 R- 喘 射 f, M 一 > 
人 都 是 单 射 ， 
(i) 对 于 任何 左 R- 模 站， 每 一 个 非 零 左 R- 上 映射 g: 了 一 > 
M 都 是 满 射 。 
(4) 设 K 是 交换 整 环 .， 对 于 左 R- 模 M， 命 
7M)= {x EM | 存在 0 起 rER 使 rx=0}。 
证 明 ， / 
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(TCM ) 是 M 的 子 模 : (TCM ) 叫 M 的 找 子 模 。 若 7 CM ) = 
M， 则 称许 是 撞 模 ， 若 (MM)= 0， 则 称 7(M ) 是 非 搓 模 )，。 

(GD TM /TM)) = 0) 

Gii) 设 六 1 一 > 六 是 左 R- 上 映射， 若 八 是非 抄 模 ， 则 人 CM 》 
Skerj 者 朵 是 挑 模 ， 则 ij 全 7 了 (NN)， 四 

(5) 设 蕊 给 右 开 - 模 外 直 和 4j = R@B， 并 设 环 3 = 上 ndWa= 
Homa(CM, NM)。 对 于 s ES 及 mEM， 定 义 

sm = Ss(m). 

和 证明， 凡是 人 循环 左 5- 模 ， 

(6) 设 左 Z- 模 M 是 挠 模 ， 证 明 ， M@zQ=0， 共 中 Q 是 全 
体 有 理 数 作 成 的 集 。 

(7) 证 明 ;，Q/Z@zQ/Z=0. 

(8〉 设 及 是 交换 环 ，/ 是 有 RR 的 理想 .。 设 放 及 都 是 左 R- 模 ， 
证 明 ， 

Ma /TIM CoEN IEM/ ITM Oa N/N), 


其 中 ZK = {有 限 和 了 jimalico EI,ma EM}Y,INR 及 I(M OaN) 


的 总 义 自明 ， 
(9) 设 乓 是 交换 环 ，x，7 是 人 上 无 关 未 定 元 ， 证 明 ， 
KLxlrtK [Ly KLx, yj. 
(10》 利用 定理 1.13 及 定理 1.23 证 明 交 换 环 是 IBN 环 ， 
(11) 设 已 给 左 人 -映射 图 : 


0— > A >p i>c 
a’ Y¥Y 有/ 
0 A BAEC 


其 中 上 、 下 两 行 都 是 正 合 列 ， 右 边 正方 形 是 交换 图 。 证明， 存在 
险 一 的 堪 尺 -映射 2; 4 一 > A 使 上 图 中 补 出 的 左边 正方 形 是 交 
换 图 . 
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(12) 设 已 给 左 RR- 映 射 图 ， 
0 0 0 


0 0 0 

其 中 每 一 横行 都 是 短 正 合 列 ， 且 每 一 个 正方 形 都 是 交换 图， 证 
骨 ， 和 看 中间 坚 列 是 短 正 合 列 ， 则 右边 竖 列 是 短 正 合 列 ， 当 上 且 仅 当 
左边 紧 列 是 短 正 合 列 ， 

(13) 设 9, 乡 是 范畴 , 亚 是 G 到 .9 的 一 个 共 变 或 逆 变 函 子 。 证” 
骸 ， 者 /是 9 中 一 个 等 价 态 射 ， 则 下 (六 是 Z 中 一 个 等 价 态 射 。 

(14) 设 /4 一 > 也 是 范畴 Set 中 一 个 态 射 。 证 明 ; /是 Set 中 
的 满 坊 射 ， 当 且 仅 当 f 是 集 4 到 集 B 的 满 射 ， 

(15) 设 多 = 有 ing 是 环 范 团 ， 则 obj 儿 由 所 有 的 环 组 成 ， Hom, 
(4 2) 由 环 4 到 环 刀 的 所 有 环 同 态 映射 组 成 ，gj 是 呐 射 的 积 ， 举 
例 说 明 ， 范 畴 = Ring 中 的 满 术 射 与 环 同 态 满 射 未 必 一 致 ， 范 畴 
2 = 上 ing 中 既 单 且 满 的 态 射 与 等 价 态 射 并 不 一致 ， 

(16) 议 儿 ,是 两 个 范畴 ,下 是 2 到 儿 的 一 个 共 变 孙子 ，G 是 
9 到 G 的 一 个 共 变 函 子 ， 且 ( 玉 ,G) 是 一 个 附加 对 。 于 是 对 于 每 
一 旬 《C,D)， 其 中 C 是 多 的 对 象 ，D 是 2 的 对 象 ， 有 双 射 To.p: 
Hom,(F(C),D) 一 >Hom,(C,G(D)) 使 有 两 组 交换 图 , 现 站 对 
于 名 的 每 一 个 对 象 C， 命 fc = ro rte (1rtec)。 证 明 ，# 是 恒 黎 酒 子 
1; 到 浮子 GF 的 一 个 自然 变换 ， 

(17) 议 1 是 KR-mod 到 尺 -mod 的 得 短 哨子 , 并 设 1 到 1 的 公休 
日 然 变换 作成 一 个 集合 态 。 对 于 s, 1E 玉 ,定义 s+ 是 


$2 


I 


唾 31 


(s+1) ,= +t,, 
证 明 ， 五 是 环 ， 且 环 忆 与 环 R 的 中 心 Z(K) 同 构 . 
(18) 设 (7, 万) 是 拟 序 集 ， 并 设 7 中 有 唯一 的 最 大 元 cc， 即 
co E7 且 生 co.YiE7T。 再 设 多 是 一 个 范畴 , {A,,9;} 是 中 一 个 
以 7 为 指标 集 的 正身 系统。 证 明 ， lim 4= 4.. 
(19) 设 已 给 左 K- 映 于 图 ，: 
f 


A<——B 
人 
| 
C 
命 D={(b,c) EBEGC|f(6)=g(c)},a; D- 一 >C 是 (b,c) 
一 > cB:D 一 >B 是 (6,c) ->0, 证明，D 是 一 个 拉 回 。 
《20) 对 于 每 一 个 左 R- 模 MM, 命 (CM) 是 集 M， 并 对 任何 左 
慷 - 上 映射 1, M 一 >N， 命 下 (f) 是 集 几 到 集 必 的 映射 f/。 又 ， 对 于 
每 一 个 集 叉 ， 取 定 一 个 以 XX 为 基 的 自由 左 - 模 ， 记 作 G( 计 )， 当 


/是 集 克 到 集 了 的 映射 时 ， 利 用 天 -二 了 及 了 -> G(Y), 可 得 映 


射 六 ->G(Z)， 于 是 由 定理 1.9 可 以 唯一 地 确定 G(X) 到 G(Y) 
的 一 个 左 尽 - 映 射 ， 记 此 左 尽 - 映 射 为 G(1)。 证 明 

G) 下 是 R-mod 到 Set 的 一 个 共 变 函 子 ; 

(ii) C 是 >et 到 攻 -mod 的 一 个 共 变 国 子 ) 

Gi) (G, F) 是 一 个 附加 对 。 
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本 章 研究 模范 畴 到 模范 畴 的 函 子 ， 主 要 是 研究 函 子 Hom 
及 的， 


S3 加 法 机 子 


因为 模范 畴 是 预 加 法 范畴 ， 因 此 可 以 游 虑 模范 畴 到 模范 畴 的 
加 法 函 子 。 / : 
本 证 只 限于 研究 模范 畴 到 模范 畴 的 加 法 函 子 ， 


3.1 加 法 函 子 保持 可 和 裂 短 正 合 列 

首先 我 们 指出 ， 加 法 函 子 保持 零 肌 射 ， 即 有 下 面 引 理 ， 

9| 理 3.1 设 人 是 R-mod 到 S-mod 的 一 个 共 变 或 逆 变 加 法 函 
子 ， 则 对 0 EHoma(4, B), 有 下 (0) = 0， / 

证 因为 对 于 fEHomr(A,B)， 有 F(f) EHoms(F(4)， 
F(B)) 或 F(f)EHoms (F(B), F(A)), HB FOf)+FOO) = 
Ff+0)= Ff), 改 F(0)=0. 

现在 我 们 指出 ， 加 靶 随 子 保 持 可 裂 短 正 合 列 ， 即 有 下 面 
定理 3.1 设 

0—> A >B E>C— >0 

息 堪 上- 可 裂 短 正 合 列 ， 并 设 下 是 R-mod 到 S-mod 的 一 个 其 变 或 
还 变 加 法 函 子 ， 
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Qi) 者 上 是 蕉 变 的 ， 则 


Fl 
0 —> FOA) DS FB) SY FC) 0 
是 可 多 短 正 合 列 ; 
(11) 若是 诞 变 的 ， 则 


F | 
0 —> F(C) >F(B) HFA)— > 0 


年 可 家 短 正 合 列 。 
下 “我们 只 证 G) 。 完 全 类 似 地 可 以 证 明 G2)， 
由 定 侍 1.27 知 有 左 R- 上 映射 序 列 


gD 二 To， pO = 0， 
于 征 布 左 > -映射 序列 


F F 
0 IF(A) SPB) FC)—> 0 
F(Y) Fl(g) 


而 二 有 
PFO = WF) = FF) = 1p 
Flg Ff)= Fgf)= FF(00)=0, 
Flo rg)= (gm)= PF (0) = 
Fir op)= FF(ypp)= FF(0)=0, | 
FOOPFO+HE OF (Bg)= Ff¢+t we) = Fs) = 1r.;,) 


2 
故 据 定理 1.27 知 0 一 FC4) 一 >FP(6B) >、F(C)--> 


0 天 可 裂 短 正 合 列 ， 


3. 2 加 法 函 子 保持 有 限 直 和 
我 们 指出 ， 加 法 函 子 保持 有 限 直 和 ， 即 有 下 面 定理 . 
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定理 3.2 设 人 是 RR-mod 到 3-mod 的 一 个 共 变 或 逆 变 的 加 法 
棚子， 则 对 任意 有 限 个 左 关 - 模 4i A,,…,A4,， 己 有 
F(®A) SD F(A). 
三 ”我 们 只 对 二 是 共 变 的 情形 证 明 。 完 全 类 似 地 可 以 对 妇 是 
不 变 的 情形 进行 证 明 。 
译 先 有 可 裂 短 正 合 列 
0 一 >4 >ADA, > A >0 


必 蚀 定理 3.1 知 有 可 裂 短 正 合 列 


F(Ai FPF(ps 
0 SFCA) SPA A) SFA,) — >0. 


从而 由 定理 1,27 知 1 (4 由 4)S 关 4) 中 刁 (4)， 再 利用 
数学 归纳 法 即 知 定理 成 立 . 


34 正 合 函 子 


本 市 研究 模范 畴 到 模范 畴 的 一 种 重要 的 函 子 ， 即 正 合 函 子 . 


定义 4.1 设 F 是 R-mod 到 S-mod 的 一 个 共 变 孙子 。 共 当 / 


0 一 》4 一 > B 王 >C 一 >0 是 左 R- 短 正 合 列 时 ,必定 0 一 >》 F(A) 


F FF 
> FB) 人 人 > 4《〈C) 是 正 合 列 ， 则 称 瑟 是 左 正 合 的 。 


由 定义 容易 看 出 ， 左 正 合 的 共 变 函 子 五 保持 单 射 ， 邯 若 了 ， 
A 一 > 上 6B 是 左 R- 单 射 ， 则 玉 (f);F(A) 一 >F(B) 是 左 S- 单 射 ， 


这 是 因为 0 一 > 4 一 >?>Cokerf 一 30 是 万 R- 短 正 合 询 ， 


其 中 p 是 自然 同 态 映射 ， 故 0 -一 > 严 (4) 二 人 > 下 (0B) 全 9， 


(Cokerj) 是 正 合 列 ， 因 此 已 (六 是 左 S- 单 射 。 
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左 正 合 的 共 变 函 子 也 可 以 按 另 -- 种 方式 来 定义 ， 即 有 下 面 
定理 . 
定理 4.1 设 忆 是 并 -mod 到 -mod 的 一 个 共 变 哨子 ， 则 到 是 


左 正 合 的 ， 当 且 仅 当 对 于 每 一 个 左 RR- 正 合 列 0 一 > 4 一 有 -> 


aA fa 
C， 必 定 0 一 》 太 (4) 一 >F(B) 一 全 >F(C) 是 正 合 列 . 


证 “ 设 对 于 每 一 个 左 尺 - 正 合 列 0 一 > 4 一 > J 环 >C， 必 定 


r 
0 一 (4) 人 >F(B) ->F(C) 是 正 合 列 ， 则 当 0 一 > 六 


->T- 上 >Z 一 >0 是 左 R- 短 正 合 列 时 ， 由 于 0 一 >X -> 了 -上 > 


Z 是 大 尺 - 正 合 列 ， 吉 0 一 CX) 下 FP(Y) 二 (2 FOZ) 是 正 


合 列 。 因 此 严 是 左 正 合 的 。 
反之 ， 设 严 是 左 正 合 的 ， 命 0 一 > 4 > 下 >C 是 任意- 一 个 
大 RR- 正 合 列 . 则 首先 由 左 R- 短 正 合 列 0 一 > 4 > Bp- >B/imf 


> 0 可 得 正 合 列 0 一 F(A) 了 叶 >F(B) 人 >F(B/imf). 


因为 imj = kerg， 故 可 唯一 地 补 成 交换 图 ， 


各 


B C 
,7 
入 ,0 
8 
/m/f 
其 中 补 出 的 是 左 并 -映射 ， 且 是 单 射 。 于 是 由 于 是 共 变 防 子 ， 
议 有 交换 图 . 
FrB)- “5L >F(C) 


#0 Go 


FC Blim/f) 
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因为 是 左 正 合 的 ， 故 (ao) 是 左 S- 单 射 ， 从 而 由 第 一 章 中 
的 伍 题 了 [ 知 kerF(g)=kerF(p)， 但 kerP(p)=imfF(fJ)， 故 


0 —>F 04 FD “8) 一 >(C) 是 正 合 列 
是 大 RR- 喘 里 a ep 这 是 因为 计 左 尺 - 正 台 列 
0 -一 kery > 4 一 >B， 故 有 正 合 列 0 一 > 下 (ker 有 一 一 > 


F 
F(A HFB). 因 紫 Fkerf) imF (1) =Ker (f). 


定义 4.2 设 严 是 尺 - mod 到 -mod 的 一 个 逆 变 图 子 。 若 当 0 
一 >》 4 一 > 环 >C 是 左 RR- 短 正 合 列 时 , 必定 0 一 > (C) -二 > 


FF (B) CD Pr 人) 是 正 合 列 , 则 称 严 是 天 正 合 的 
由 定义 容易 看 出 ， 左 正 合 的 道 变 国 子 忆 将 满 射 变 成 单 射 ， 即 

若 F 4 一 >B 是 左 R- 满 射 ， 则 万 (f)，F(B) 一 >( 人 是 左 S- 单 

射 。 这 是 因为 0 一 >kerf 一 > A— >B— >0 是 左 R- 短 正 合 列 ， 


故 0 一 >》 忆 (B) 一 中 >F(A4) 下 中 >FCkerf) 是 正 合 列 ， 因 于 


户 (f) 是 左 S_ 单 射 

左 正 合 逆 变 函 子 也 可 以 按 另 一 种 方式 来 定义 ， 即 有 下 面 
定理 ， 

定理 4.2” 设 是 -mod 到 5$-mod 的 一 个 逆 变 函 子 ， 则 斑 是 
左 正 合 的 ， 当 且 仅 当 对 于 每 一 个 左 有 R- 正 合 列 4- > BS>C-， 

必定 0 一 了》 下 (C0) 一 如 > 下 (B) 人 > 严 ( 力 是 正 合 列 

证 了 入 一个 在 正人 4 > BE>C- >0， 必定 0 
一 (CGC) 一 下 >F(B) 人 >F(4) 是 正 合 列 ， 则 当 0 一 >》 
一 > -人 > Z 一 >0 是 左 愉 - 短 正 合 列 时 ， 由 于 X 一 <>y -人 >Z 


F(B) F(a) 


一 让 0 是 左 R- 正 合 列 ， 豆 0 一 > 了 F(Z) 一 一 > 


FY) ———>F (XX) 
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sm 


是 正 合 列 ， 央 此 厂 是 左 正 合 的 . 
反之 ， 设 下 是 左 正 合 的 . 命 4 一 > B 琵 >C 一 >0 是 任意 一 
个 左 R- 正 合 列 。 则 首先 由 左 R- 短 正 合 列 0 一 >kerg 一 > BE > 
C >0， 可 得 正 合 列 0 一 FPC) SF(B) D>F (kerp. 
因为 kerg = imj， 故 有 交换 图 ， 
f 


一 


入 p> 


kerg 
这 里 (a) = f(a)，YaE A 于 是 由 于 是 逆 变 函 子 ， 就 有 交 
块 图 ， z 
F | 
F(B)— F(A) 
FO (7 
F(Kerg) 


国 为 是 左 R- 满 射 ， 且 是 左 正 合 的 ， 故 下 (f') 是 左 S- 
射 。 从 而 由 第 一 章 中 的 命题 卫 知 kerF(f) = kerF (i) .但 kerF (i) 


imF(g); 均 0 一 (CO) 一 路 (B) 二 四 > 严 (4) 是 正 


合 列 。 | 
和 由 这 个 定理 可 知 ， 左 正 合 闭 变 国 子 瑟 将 上 核 变 成 核 ， 即 车 
f: A 一 >B 是 左 R- 映 射 ， 则 (Cokerf) 之 kerF(f)， 这 是 因为 


有 左 及 - 正 合 列 4- > B— >Cokerf -一 >0， 疏 有 正 合 列 0 一 人 


F (Cokerf) 二 FF(B) FCA 因此 F (Cokerf) 之 


imF (Pp) = kerF (Ff)., 
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定义 4.3 ” 设 f 是 R-mod 到 S-mod 的 一 个 共 变 函 子 。 若 妆 


0 一 > 4 一 > B- 环 >C 一 >0 是 左 R- 短 正 合 列 时 ， 必 定 F(A4) 


FF PP 
-一 六 > 太 (B) 一 >FCC) ->0 是 正 合 列 ， 则 称 玉 是 右 正 合 的 


由 定义 容易 看 出 ， 右 正 合 的 共 变 函 子 保 持 满 射 ， 即 若 f; 4 
一 >B 是 左 R- 满 射 ， 则 (f) 是 左 S- 满 射 . 

和 左 正 合 的 情形 相 类 似 ， 右 正 合共 变 函 子 也 可 以 按 另 一 种 方 
式 来 定义 ， 即 有 下 面 定理 . 

定理 4.3” 设 是 R-mod 到 S-mod 的 一 个 共 变 函 子 ， 则 是 
右 正 合 的 ， 当 且 仅 当 对 于 每 一 个 左 R- 正 合 列 4>B>C -> 


F F 
8, 必定 F(A) FB) 5) Fp (C0) 一 -> 0 是 正 合 列 . 


丧 读 者 自己 证 明之 。 

由 这 个 定理 可 知 , 右 正 合共 变 国 子 玫 保持 上 核 , 即 车 六 4 一 > 
忌 臣 左 帮 -上 且 射 ， 则 已 (Cokerp 让 ) 尘 CokerF (CCp) 

定义 4.4 设 ! 是 -mod 到 -mod 的 一 个 道 变 销 子 。 车 当 0 


一 > 4 一 > B 琵 >C 一 >0 是 左 R- 短 正 侣 列 时 ,必定 FCC) 全 >、 


户 (B) 一 上 >F(A) -一 >0 是 正 合 列 ， 则 称 厂 是 右 正念 的 ， 

易 知 右 正 合 的 讶 变 阔 子玉 将 单 射 变 成 满 射 ， 邑 车 f, 4 一 ->B 
是 开关 - 早 射 ， 则 工 ( 方 是 左 S- 满 射 

同样 ， 有 下 面 定理 。 

定理 4.4 设 f 是 KR-mod 到 S-mod 的 一 个 逆 变 函 子 ， 则 下 是 
右 正 合 的 ， 当 且 仅 当 对 于 每 一 个 左 R- 正 合 列 0 一 > 4 >B-s> 
C， 必 定 政 (CO) 一 下 > (B) 二 人 > 严 C4)- 0 是正 合 列 

请 读者 自己 证 明之 。 

由 这 个 定理 可 知 ， 右 正 合 的 道 变 汉子 下 将 核 变 成 上 核 , 
F (kerf) CokerF (f), 
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定义 4.5 设 人 是 R-mod 到 S-mod 的 一 个 共 变 或 逆 变 转子 ， 
若 严 既是 左 正 合 的 ， 又 是 右 正 合 的 ， 则 称 忆 是 正 合 的 。 

由 定义 可 知 ， 正 合 的 共 变 函 子 保持 单 射 、 满 射 、 核 及 上 核 ; 
正 合 的 逆 变 国 子 将 单 射 变 成 满 射 ， 将 注射 变 成 单 射 ， 将 旋 变 成 上 
核 ， 将 上 核 变 成 核 。 

我 们 可 以 用 保持 短 正 合 列 来 刻 划 函 子 的 正 合 性 ， 即 有 下 面 
定理 . 
定理 4.5 设 f 是 R-mod 到 S-mod 的 一 个 共 变 或 逆 变 
函 子 ， 

(1) 阁下 是 共 变 的 ， 则 六 是 正 合 的 ， 当 且 仪 当 对 于 每 一 个 左 


R- 短 正 合 列 0 一 > 4- +>B >C— >0, 必定 0 一 3F(4) > 


户 (B) 下 >F(C) 一 >0 是 短 正 合 列 ， 


(i) 右 忆 是 逆 变 的 ， 则 下 是 正 合 的 ， 当 且 仅 当 对 于 每 一 个 


左 R- 短 正 合 列 0 一 》4- />B 环 >C 一 >0, 必定 0 一 >F(C) 全 避 


r 
户 (B) 一 人 >F (4) 一 >0 是 短 正 合 列 ， 


证 ”我 们 只 证 GD) 。 完 全 类 似 地 可 以 证 明 (i)， 
设 严 是 正 合 的 。 车 0 一 >4 一 >B 下 >C 一 >0 是 左 R- 短 正 合 


列 ， 则 因 下 是 左 正 合 的 ， 敬 0 一 >F(4) 一 > FF(B) -二 


F(C) 是 正 合 列 , 又 因 下 是 右 正 合 的 故 FF(4) 琴 人 2>F(B) 


F 
了 >F(C) 一 > 0 是 正 合 列 。 因 此 0 一 >》F(4) 了 D>F(B) 


8) (C) 一 > 0 是 短 正 合 列 ， 


反之 ， 若 当 0 一 > 4- 二 >p-8&>C 一 >0 是 左 R- 短 正 合 列 


可 FF 
时 ， 必定 0 一》 下 (44) 一 丰 >F(B) 如 >F(C) 一 》0 是 短 正 


90) 第 二 章 ” 陋 子 Hom 及 四 


fn F F 
合 列 ， 则 0 一 FC) OFB) LFC RFA D> 


F(B) SFC)— >0 都 是 正 合 列 ， 从 而 玉 既 是 左 正 合 的 ， 


又 是 布 正 合 的 ， 故 直 是 正 合 的 ， 
现在 我 们 要 指出 正 合 图 子 的 一 个 重要 性 质 。 为 此 ， 先 证 明 下 


面 引 理 ， 
引 理 4.1 设 ff 是 RR-mod 到 S$-mod 的 一 个 正 合 的 共 变 或 道 变 
鸭子 ， 并 设 4 一 >B 环 >C 是 左 RR- 正 合 列 ， 


Fr F 
G) 车 记 是 共 变 的 ， 则 玉 (4) 下 > 记 (B) 四 FCC) 是 


让 合 列 ; 

(i) 者 才 是 逆 变 的 ， RF CC)— 8 > FB) > F(A) 是 
正人 台 列 . 

下 ”我 们 只 证 明 (i。 完 全 类 似 地 可 以 证 明 (i) 。 


A 


kerg 
其 中 j (a) = 了 (ao)，YaE4。 可 知 户 是 满 射 ， 且 上 图 中 左边 三 角 
形 是 交换 图 ， 
因为 下 是 共 变 函 子 ， 故 有 图 ; 
EF(f) F(g) 
FO 一 -一 一 一 KB 一 一 一 Frc) 
Ff | F(i) 


(kerp) 
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其 中 左边 三 角形 是 交换 图 ， | 

由 于 是 正 合 的 共 变 孙子 ， 故 FF (f') 是 满 壬 ， 从 而 由 第 一 章 
中 的 命 帧 卫 知 mF(f) =imF (i)， 又 因为 0 一 >kerg 呈 > 了- 一 > 
C 是 左 R- 正 合 列 ， 且 下 是正 合 的 此 变 函 子 ， 故 0 一 >F(kerg) 


Fi 
一 一 > 亚 (B) 一 和 >F(C) 是 正 合 列 ， 因 此 imF (i) = kerF (g). 
F 
所 以 im 已 (P) = kerF (g)， 这 样 就 得 到 了 正 合 列 F (4 一 FF(B) 
> F(C). / 


由 这 个 引 理 ， 立 刻 得 到 下 面 定理 ， 
定理 4.6 设 是 RK-mod 到 S-mod 的 一 个 正 合 的 共 变 或 道 变 
册 个 ， 庆 设 
SA A 
古 丰 RR- 正念 列 ， 
Qi) 在 了 是 共 变 的 ， 则 


F 本 小 网 
4 


是 正 合 列 ; 
(ii) 车 瓦 是 逆 变 的 ， 则 
已 (4) 一 
是 正 合 列 ， 
这 个 定理 说 明 ， 正 合 函 子 保 持 正 合 列 ， 
最 后 ， 我 们 给 出 左 正 合 函 子 或 右 正 合 函 子 是 正 合 函 子 的 条 
件 ， 即 有 下 面 定 理 。 
定理 4.7 设 玉 是 R-mod 到 9-mod 的 一 个 共 变 或 赣 变 图 子 。 
(i) 若 甩 是 左 正 合 的 共 变 函 子 ， 则 忆 是 正 合 的 ， 当 且 仅 当 
保持 满 射 ， 
(ii) 车 是 左 正 合 的 逆 变 函 子 ， 则 五 是 正 合 的 ， 当 且 仅 当 
下 将 单 射 变 成 满 射 ， 


FA, )—— >... 


日 2 第 一 页 国 于 Horm 人 的 


= 一- ..~-mw 一 一 一 一 一 


Gii》 落 刁 是 右 正 合 的 共 变 图 子 ， 则 忆 是 正 合 的 ， 当 且 仅 当 
下 保持 单 射 ， 

(iy) 若是 右 正 合 的 逆 变 沙子 ， 则 是 正 合 的 ， 当 且 仪 当 
王将 满 射 变 成 单 射 ， 

证 设 们 只 证 (i) 。 其 余 情 形 可 类 似 地 证 明 。 

三 正 合 ， 则 二 当然 保持 满 射 。 今 设 下 保持 满 射 。 阁 0 一 > 


F 
A >B >C— > 0 是 万 有 RR- 短 正 合 列 ， 则 由 0 一 > FC4) 一 


P(g) FF 
政 (B) 一 >F(C) 是 正 合 列 及 (8) 是 满 射 , 知 0 一 > 了 (4) 一 他 


、 :其 0 一 
F(D) -一 和 > FCC) 一 > 0 是 短 正 合 列 ， 故 是正 合 的 ， 


4.4 半 正 合 东 地 


定义 4.6 设 f 是 R-mod 到 S-mod 的 一 个 共 变 沙子 。 若 当 0 


F 
一 > 4 一 >B 环 >C 一 > 0 是 左 R- 短 正 合 列 时 ， 必 定 下 (4) 区 


(8B) -一 @2> 严 (C) 是 正 合 列 ， 则 称 下 是 半 正 合 的 . 


由 定义 可 知 ， 左 正 合 的 共 变 函 子 及 右 正 合 的 共 变 函 子 都 是 半 
正 合 的 . 
定义 4.7 设 f 是 RR-mod 到 SS-mod 的 一 个 逆 变 沙子 。 若 当 


0 一 >4- 二 Be>C- >0 是 左 民 - 短 正和 台 列 了 时， 必定 下 (C) 


二 >F(B) 一 让 >F(A) 是 正 合 列 ， 则 称 矿 是 半 正 合 的 ， 


由 定义 可 知 ， 左 正 合 的 逆 变 孙子 及 右 正 合 的 逆 变 消 子 都 是 半 
正 合 的 ， | 

我 们 指出 ， 淮 正 合 沙子 保持 可 裂 短 正 合 列 ， 凤 有 下 面 引 理 ， 

引 理 4.2 设 A 是 K-mod 到 -mod 的 半 正 合 的 共 变 或 逆 变 函 


子 ， 并 设 0 一 > 4 >B 下 >C 一 > 0 是 左 R- 可 裂 短 正 合 列 ， 


FF 
(1) 车 玉 是 共 变 的 , 则 0 一 3F(4) 一 上 >F(B) > 


上 (CC) 一 0 是 可 裂 短 正 合 列 ; 
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(it) 孝 F 是 过 变 的 ， 则 0 S(O 四 >F(B) ED， 
(A) 一 -> 0 是 可 裂 短 正 舍 列 ， 

三 我 们 只 证 明 (i)。 和 完 金 类似 地 可 以 证 出 《1)。 

因为 0 > 4 >B Ss>C > 0 是 左 民 - 可 裂 短 正 侣 列 ， 坛 
存在 左 民 -了 肌 射 2; 了 一 >4 及 % C 一 人 有 使 

of = 14， g = lo, 
因为 严 是 半 正 合 的 共 变 鸭子 ， 故 首先 有 正 合 列 


F(A) DSFB) FCO). 


因为 有 F (9); 碧 (B) 一 > 了 (4) 使 FP (9) 下 (f) = lrcoy 故 已 () 


左 可 裂 , 从 而 (fF) 是 单 射 . 又 因为 有 五 (人 :CC 一 (DB) 使 
F(f) 
0 = lrco， 故 下 (g) 是 满 射 。 因 此 0 一 3 了 (4 一 一 > 


F(B) 0 FC,) 一 >》 0 是 可 裂 短 正 合 列 。 
现在 我 们 指出 ， 半 正 合 国 子 是 加 法 图 子 ， 即 有 下 面 定 理 ， 
定理 4.8 设 是 R-mod 到 S$S-mod 的 半 正 合 的 共 变 或 族 变 消 
子 ， 则 了 是 加 法 尔 子 ， 
证 ”我们 只 对 F 是 其 变 示 子 的 情形 进行 证 明 ， 完全 类 似 地 可 : 


以 对 二 是 逆 变 的 情形 进行 班 凡 。 
(i) 设 4i, 4 是 左 R- 模 ， 命 


hi: Ai—>.4t A pi: ADA,— > A 
Qi > (a1, 0) ， 《ar az) [一 >a1 » 
h:: A,— > AD A4, pi: AD A,— > A， 
a, > (0, a,) (G1, G2) 上 一 > Oa 
则 首先 有 


pihli=14, pidhz= 10, : 
Nipit hs ps = 1 64， 


psds 一 1 ,, Pah = 0， 
我 们 开明 
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(pb = 1r,, F (pi)F (1,)=0, 


| (MDF (pi) 
Fp)F (Ms)= 1ped s F (p,)F (M1) =0， 


+ FANEF DP) = 1ru0 。 
事实 上 ， 由 于 了 是 共 变 了 沙子， 立刻 得 到 
PPOF (MD) = FPN) = lr 
Pp) PF hs) = PP (pk) = 1r,。 
因为 有 左 天 -可 裂 短 正 合 列 ; 


0 A> AD A > A> 0 ， 
0 — > A > A® A > A1— > 0, 
故 由 引 理 4. 2 知 有 可 裂 短 正 合 列 ， 


0 SF CAD ELSF CAA) SOFA) > 0 (m) 


2 F(Pi) 
0 SFCA) SF EAD A) SF A) — >0, 


从 而 就 有 
FCOpOF(h) =0, F(ps)F (Nh) = 0. 
因为 对 于 ( 甲 )， 有 (pp) 下 (4,)=1zrw,, 故 F(A ® 4,) - = 
imP (4 四 im (4,)。 于 是 当 x EF(A1@ A,) 时 , 设 x = FF (1) (1) 
+ 三 (4) (v)， 其 中 4 EF(A1),vEP(4,), 则 有 
(FOADF Cp) + F(AM)F (ps)) (x) = x, 
因此 有 
FOADFOpD) + FF (Cp) = 1r00 ， 
(ii) 现在 设 91, 892; 4 一 > 呈 是 左 尺 -上 喘 射 。 命 
hs: A— SADA ， pb A®BA— > 


a}-—> (a, 0) (G1 02) F—> a1, 
4,. A—> .ABA ps, 4 中 4 一 全 44 
dat—> (0,4) ， (di1, G2) —> dg, 


则 首 和 有 
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mm ke mmm 


| 


pi = 1,， piths = 0， z 
hipi + hs 力 2 = 1 /@4 
pans = 1,， pa = 0， 


且 由 (1) 知 有 


F (pIF (NM) = lr, Fp)F (hs) = 0， 


rad Bee 
Ff (p2) FF (ks) = 一 了 me 天 (po) 严 (Ar) = 0， 


+ F(A)F (p2) = Tree 


于 是 由 
(ip! 十 002 力 2) /1 = 1, (Dipi 十 0z 力 2) hs; = 2 
可 得 
Dit = (ipit Pops) hit Ns) 
从 而 先 可 得 到 : 


F(t ga) = (ipit sp) (+ 如 ) 
因为 pp!1 (和 1: 十 人 2) = 访 1A1 一 ] 4 ps (Ai + \2) 一 pi 和 2 = 1,, 故 有 
FOpOFOItTN) = 1 FCOp)F M+tN) = 1 
从 而 有 
FNMit As) = lria@wot Mi 十 人 2) 
= (FODF(C(Pp) + EO FPp))F CN +A2) 
一 F A) (CD PF CAI 十 大 z) ) 
+ F(X,) (F (ps) FF ON 十 2)) 
z = 已 (入 1) 十 FM,). 
于 是 就 有 
9 + 9) = f' (gp + 2 D2) (CF (A1) + F(X)) 
一 F((mipi + ps p2) M1) 十 F((gipi 十 02 力 2) Ns) 
= FF (9) + F (9p,), 
克 上 是 加 法 函 子 ， 
由 这 个 定理 又 可 知 ， 及 -mod 到 S-mod 的 左 正 合共 变 或 逆 变 
熙 子 及 五 正 合共 变 或 逆 变 图 子 都 是 加 法 函 子 。 
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S5 沙子 Hom 及 四 


本 于 集中 讨论 R-mod 到 Z-mod 的 国 子 Homr(4,，-)， 
Foma(-，B)，4Qs 及 mod- 尺 到 mod-Z 的 沙子 :BB。 我 们 将 指 
它们 的 一 些 基本 的 性 质 。 
革 先 我 们 知道 ，Homs(A, --) 是 共 变 的 ,Homs (~-,B8) 是 道 
变 的 ， 而 4 的 :及 的 :8 都 是 共 变 的 ， 


5.1 Hom 及 抱 都 是 加 法 函 子 


定理 5.1 有 oms(4, -)、Homns(-，D)、 4 及 罗 8 都 是 加 
法 孙子 。 

证 当 f CE Homs (XX, 了 ) 时 ,前 面 曾 记 f= Homs(4， -)(f)， 
这 里 fx (2) = jp，Y9EHoma( YY)。 因 为 (F+g)w(o) = (f+ 
8)0 = fotgp = (sr+gt)()， 故 (f+g)*=fstgs 加 
Homa(A, -)(f +g)= Homa(A, ~-)(f)+Homa(A, -)(g). 
所 以 Homa (A, - ) 是 加 法 冰 子 . 同样 ，Homs(~,B) 是 加 法 
荡 子 ， 

因为 (4G@a (1) = 4@f, 获 (A@2) (+8) = (f+g) = 
1 + 11g= (4 (有 ) + (A@a) (g)， 所 以 A@s 是 加 法 国 
子 。 同样 ， 的 :B 是 加 法 孟子 ， 

因为 加 法 函 子 保持 可 裂 短 正 合 列 及 有 限 直 和 ， 政 立刻 得 到 下 
面 两 个 推论 

推论 5.1 (GD 设 0 yy 0 是 左 R- 可 裂 短 
正 合 列 ， 则 对 任何 左 R- 模 半 及 右 R- 模 YY ， 必 定 

0 — SHoma(X, A) >Homa (YX, 8) 


>Homa(X,C)— >0, 


| 
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一 = 


TE 


0 —>Homa(C, XE >Hom,(B, XX) 
Homa(4, X)— > 0 ) 
0 Vs A VOB > ——>Y CC—> 0 
缉 是 可 和 裂 短 正 合 让 3 
(ii) 设 0 >41 >B >C >0 是 了- 可 裂 短 正 合 列 
对 人 钙 何 左 太 - 模 XX， 必 害 
1%1 go 
0 —> A X———>BOrX— >COrX— > 0 
是 可 裂 短 正 合 列 。 | 四 
推论 5 2 (1) I 这 A,， A;, "sy A 是 左 R- 模 ， 则 对 任何 左 及 - 模 
六 及 可 RR- 馈 站 ， 有 
Hom:(X, ®A) 2 DHoma(X, A), 


Homa( 志 A,, 和 六) 实 ® Homa (A,, 入 )， 


Y Os (四 44) 实 全 (了 GOs40)3 
(ii) 设 4 A,…, A 是 右 R- 模 , 则 对 任何 左 太 - 模 和 XX， 有 
( A) CopX © (Cr 从 )。 


5,2 Hom 是 左 正 合 的 

定理 5.2 ”对 于 任意 左 玉 - 模 X，Homan(4，- ) 及 下 omnr(-， 
X) 都 是 左 正 合 的 . 

证 我 们 只 对 Homs (XA,— ) 进行 证 曲 ， 对 于 Homa(- ， 水 可 
认 类 似 地 证 明 ， 

设 0-》A >B_《>C->0 是 万 RR- 短 正 合 列 . 考虑 

0 >Hom CX, A) >Hom,(X, B) >Homa(X,C), 
( 甲 ) 
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若 pEkerr 则 Fo=0， 故 impEkerfF=0， 从 而 = 0。 因 此 
1j 是 单 射 。 由 gxf*= (gf)* =0r=0 知 im Skergs*。 若 
9 Ekergx, 我 们 要 找 一 个 VEHoma (着 , 4) 使 fe (V9) =w。 为 此 ， 
设 x XX。 因 为 gq = 0, 故 g(x) =0。 所 以 p(x) Ekerg=imf. 
因此 有 a € 4 使 f (a) = g(x)， 且 因 f 是 单 射 ， 可 知 4 由 x 唯一 确 
定 。 现 在 命 , 所 一 >-4 是 xF> Ga， 其 中 a€ 4 满足 f(a) = g(x)， 
则 易 知 EHoma( 针 ,A), 且 f(y) = 9. 于 是 imf= kergrx。 因此 
( 甲 ) 是 正 合 列 。 故 Homar( 关 , 一) 磊 正 合 ， 
因为 左 正 合共 变 函 子 保持 单 射 及 核 ， 左 正 合 逆 变 函 子 将 满 射 
变 成 单 射 ， 将 上 核 变 成 核 ， 故 有 下 面 推论 ， 
推论 5.3 (1) 者 /是 左上 人 - 单 射 ， 则 六 是 左 Z- 单 射 。 又 ， 对 
于 和 任何 左 R- 映 射 gp， 有 Homa(X，,kerg) 兰 Kergxr3 
Qi) 寿 j 是 左 尺 - 满 射 , 则 是 左 Z- 单 射 又 ， 对 于 任何 左 
RR- 上 映射， 有 Homx(Cokerg,Y) 渤 kerg*. 
下 面 我 们 举例 说 明 Homa(X, 一 ) 及 Homa(-，X) 未 必 是 本 
正 合 的 ， 
” 例 5.1 天 omz(Z/(2Z), -) 不 是 右 正 合 的 ， 


证 对 于 左 Z- 满 射 Q 一 >Q/Z, 其 中 p 是 自然 同志 有 映 
射 ， 有 
Homz(Z/(2Z),Q) ->Hom; (Z/(27), Q/Z). 
容易 知道 Homz (Z/(2Z),Q) = 0, 但 是 Homy (2Z/(22Z),Q/2) 


插 0, 这 是 因为 设 Z/(2Z) = {0，1} 时 , 命 e:Z/(2Z) 一 >Q/Z 是 
0 > 0 +Z, 1 上 -> 二 +Z， 则 gEHomz(Z/(2Z),Q/Z), 且 


5 六 0。 于 是 p+ 不 是 满 射 。 故 Homz(Z/(2Z)，- ) 不 是 右 正 合 的 ， 
例 5.2 也 omz(-，Z) 不 是 右 正 合 的 ， 


证 ”对 于 左 Z- 单 射 Zc_>Q， 有 
Hom,(Q,Z) -一 >Hom,(Z,Z)， 
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一 “Ta -ae 


容易 知道 内 omz(Q,Z) = 0。 但 抽 omz(LC,C) 兰 CC 二 0 故 任 不 
是 满 射 。 因 此 Homz(-，Z) 不 是 右 正 合 的 ， 


5.3 Go 是 右 正 合 的 


定理 5.3 XCOs 及 的 x7 都 是 右 正 合 的 。 
证 ”我们 只 对 六 Cs 进行 证 明 。 对 于 COxY 司 兴 类似 地 下 盟 ， 
说 0 >A- />B 8>C_ >0 是 是 左 民 - 短 正 合 列 . 考虑 


XiA /> XB ee, Xx@,C— 0 ( 甲 ) 


0 E A OaC, 其 中 x, EX， CiEC, 则 因 g 古 满 射 ， 


改 有 5 eB 使 61- g (00), 从 而 有 (1C@98) (2 0) = 2 x， Ce,. 
因此 1Cg 是 满 射 ， 

由 (1 的 8) (16@f)=1Cgf=0 知 maGPEkerdG@e)， 
故 可 唯一 地 补 成 交换 图 : 


， , 
2 -9 


. KB/im(1®f) 


其 中 p 是 自然 同 态 映射 ， 补 出 的 g 是 左 Z- 映射 。 / 
只 要 证 明 0o 是 里 射 ， 即 可 得 im 人 ico9 轧 =kef(lcog)。 为 此 ， 
命 
仿 ， xxc_ XeQspjind 有 
(x,c) FF>xvGCOD+im1OP)， 


其 中 b EB 满足 g (5) = c。 易 知 % 是 映射 ， 且 是 有 尺 - 双 加 性 函数 。 于 
是 可 了 唯 -- 地 补 成 交换 锅 ， ”i 


100 第 .总 陋 子 Hom 及 加 


XxXxC XBC 
入 、 Pa 由 
XOnB/imn(1Of) 


其 中 h(x,c) = x@c， 补 出 的 是 左 Z- 上 映射。 
因为 当 5EB 时 有 g(xO@b+im(1@f)) =Y (x®g (6)) = 


XO0+im(1@f)， 故 yp =1， 所 以 g 是 单 射 。 于 是 im (1@f) = 
ker(lco9g)， 从 而 〈 甲 ) 是 正 合 列 。 故 站 的 : 右 正 合 ， 

因为 右 正 合共 变 国 子 保持 满 射 及 上 核 ， 故 有 下 面 推论 . 

推论 5.4 Gi) 知 / 是 左 尺 - 满 射 , 则 1xGj 是 左 Z- 满 射 。 又 ， 
对 于 任何 左 尺 -映射 g， 有 邱 人 esCokerg 宕 Coker(lxGCeg)) 

(ii) 若 / 是 右 尺 - 满 射 , 则 FL 是 在 了- 满 射 。 又 ， 对 于 任何 
右 玉 -有 陕 射 g， 有 CokergCaY 兰 Coker(g 人 1 

下 面 我 们 举例 说 明 兴 On* 及 的 e 未 必 是 无 正 合 的 。 

例 5.3 4 和/(2Z)CoOz 不 是 左 正 合 的 ， 


证 对 于 左 Z- 单 射 Z=->Q， 有 

z/(2Z)G@zZ -一 ->Z(/2Z)GQzQ. 
Z/(22) ,0Q = 0。 这 是 因为 对 任何 x EZ/(22Z),gEQ,， 有 
x*@aq= 2x@3 =0. 但 是 Z/(2Z)@zZ 和 <Z/(22) 0， 到 1C9i 不 
是 单 射 。 因此 Z/(2Z)@ 不 是 左 正 合 的 

完全 类 似 地 可 以 证 明 zZ/(2Z) 不 是 左 正 合 的 ， 
5.4 Poma( 人 ,，-) 保 持 直 积 : Homa(- , 瑟 ) 将 直 和 变 成 直 积 


定理 5.4 设 和 A 是 左 R- 模 ， 则 了 Homs( 革 ,-- ) 保持 直 积 ， 即 对 
任意 一 集 左 R- 模 {Aj|7 EJ7}， 恒 有 : 
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Hom, (XX, | 4,) < {iHom:(X, A)). 
0, Homa(X, TT A) —> [TTHoms(X, 4;) 
jE jEJ 
全 上 一 > (…， ps "PIO, 0 
其 中 太 是 于 -4 到 翅 的 投射 ， 则 易 知 9 是 左 Z- 喘 射 。 
jE 
在 (pe 四 fi ~ ， …) € | Homas(Cx， Aj), 有 到 “时 全 


了 局 


-映射 [fy: -一 > 4] 了 EY). 于 是 可 唯一 地 补 成 交换 图 ， 


jr 
,VjEJ 
入 A 
/Ail 


其 中 补 出 的 % 是 左 尺 -上 映射 。 于 是 有 6 (8@) = GC, 7 0 
是 注射 : 
若 4 《9) = 0《D = ;一 )， 则 gg 及 都 将 上 图 补 成 
交换 图 。 因 此 op = yp， 故 4 是 单 壬 。 这 就 完成 了 证 盟 ， 
定理 5.5 设 了 是 左 R- 模 ， 则 Homa(- ,六 ) 将 直 和 变 成 直 
积 ， 即 对 任意 一 集 左 R- 模 {A4;17 EV}, 恒 有 


Homa( 由 4 必 ) 宕 [|[ Hom; (4,;, X). 


jEJ 
证 命 
0 ioma( 四 A;, X) —> 1 Homa (4;, X) 


PE Ce Phis* ,PAj, 0) 
共 中 /是 4 到 中 4 本 入 射 ， 则 易 知 Vt 是 左 Z- 映 射 。 
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ei 


和 定理 5.4 的 证 明 相 类 似 地 可 以 证 明 4 是 双 射 。 这 就 完成 了 
证 明 。 
5.5 的 保持 直 和 


定理 5.6 (i) 设 XX 是 右 R- 模 ， 则 久 @s 保 持 直 和 ， 即 对 任 
音 一 集 左 R- 模 {4;|j CEJ}， 恒 有 


XOr( 由 ， 4 宕 出 (X00 A)), 
(ii) 设 了 是 左 R- 模 ， 则 COs 了 保持 直 和 ， 即 对 任意 一 集 夏 
怀 - 模 {(B,|REK}, 全 有 
(四 了) ar (B,C aY ). 
证 ”我 们 只 证 明 (i)。 完 全 类 似 地 可 以 证 明 (2)， 
先 命 | 
f:Xx(® A 一 > 四 (X05A;) 


| (x, 《…， Ci 0 Ph > (……， x Ca 四 X Cay 9 
易 知 /是 尺 - 双 加 性 函数 。 于 是 可 唯一 地 补 成 交换 图 ; 


Xx(DA)) A/ 
jeJ 


X8914,) 


~ , J- 
-3 2 ar 人 
/ -” 0 


中 Ge) 


其 中 h(x,9) = xco9aG， 补 出 的 0 是 左 和 -映射 。 
设 届 是 XX a4; 到 | 由 ， (XaA ;) . 的 入 射 ， “4 到 ， 出 -44 的 


入射 ， 由 可 唯一 地 补 成 交换 图 
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D (XHpA))-- -------- > Xr(A)) 
1 &7 i@! 
Xnd} | 


通过 简单 的 直接 计算 即 知 p90 = 1，b%2 =1。 故 0 是 左 Z- 辐 构 
鼎 射 。 这 就 完成 了 证 明 . 


5.8 附加 对 (BOOn， Hom,(B, — )) 


下 面 我 们 要 证 明 ， 当 已 给 (9S,R)- 双 模 刀 时 , (B@，， 
Homs(B, - )) 是 附加 对 ， 当 已 给 (R,S)- 双 模 B 时 ，(@sB， 
Homs(B, - )) 是 附加 对 。 为 此 ， 我 们 先 证 明 下 面 的 附加 同 构 
定理 。 

定理 5.7 (附加 同 构 定理 ) (i) 设 已 给 (5S,R)- 双 模 B 及 左 
R- 模 4 和 左 S- 模 C， 当 fEHoms (Bs4，C) 上 时， 对 于 a € 4， 


命 了 :也 一 全 L 是 pH 一 > f (0C99)， 则 jcE Homs (B, C) .然后 命 f. 


A—>Homs (B,C) 是 CH-> f,, 则 地 E Homz(A, Homs(B, OC)). 
最 后 ， 俘 

tr: Fioms(BGor4,C) 一 > 有 oma(4, Homs(B, CO)) 
FF-> /7 ， 
则 r 是 和 - 同 构 酉 射 ; 

(ii) 设 已 给 (KR,5)- 双 模 8 及 右 K- 模 4 和 石 3- 模 C。， 当 

feEHoms(AsB,C) 时 ,对 于 a€4， 命 f.:8 一 >C 是 b> 
f(a696), 则 f。, EHoms(B, 0), 然后 命 f :A 一 >Homs(B，C) 
是 oF->f。， 则 了 EHoms(A, Homs(B,C)). 最 后 ， 命 

t+: Homs(ArB,C)— > Homs (A,THom,(B, OC)) 


三 广 > / 9 


104 第 本章 沉 子 Hom 及 所 


则 zz 是 Zz- 同 构 映射， 

证 ”我们 只 证 明 G) ,完全 类 似 地 可 以 证 明 (il) 。 

BCaA4 是 左 ?- 模 ， s (56q)=s069, 由 此 立刻 可 知 / 
EHoms(3,C)。 又 ，Homa (B,C) 是 左 RR- 模 : (rg) (2) = g(r)， 
Vg EHoma(B,C). 由 此 易 知 fEHomr(4,Homs(B,C))， 容 
易 对 十 了 是 4 二- 肌 射 。 为 证 rz 是 Z- 同 构 喘 射 ， 我 们 来 找 它 的 逆 
册 射 。 

设 g€EHomr(4,Homs(B,C)), 合 5; Bx A 一 >C 是 ,a) 
> g (90) OO ， 易 知 寺 是 用 - 双 加 性 国 数 。 于 是 可 以 唯一 地 补 成 交 
欣 图 ， / . 


h 
人 8 
4 z 

Cr 


共 中 f(b,a) = pco9a， 补 出 的 g 是 Z- 映 射 。 容易 验 证 
g’ E Homs (BO A, COC). 
易 知 g 出 g 唯 一 确定 。 于 是 命 
o: Homa(.4, Homs (B,C)) ——> Hom, (PCO8 4 C) 
gt-—> g’ 
时 知 o 是 映射 ， 且 可 知 o 是 Z- 了 映射 ， 
现在 我 们 证 明 c 是 rz 的 道 映射 。 为 此 , 设 FEHom。 (BO rnA, 
C), 则 有 
(or) (f)=0o(r(f))=o(f)= 下。 
但 (6@a) = 了 (a) (6) = 了 (6) = 了 (56a)， 玫 站- /从 而 
oT 二 1, | 


义 ， 当 gE Homa(A，Homs(B, C)) 时 ， 有 


(TC) (8g) = tT(0(g))= rT(g’)= gg/, 
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一 本 一 =- 


eee eho wp 


因 六 gC(0) (0) =g Cd) ， gaol0) =g (Coca)， 页 8 50) = 
g 从 而 g'(o)=g=g(o， 因 此 g'(=g， 故 ro=1l, 这 就 证 
明了 tr 是 Z- 同 构 映 射 ， : 

定理 5.8 (1) 当 已 给 (S$, 慷 )- 双 异 B 于 ， (Om Homs(B, 
- )) 是 附加 对 ， 

(11) 当 已 给 4， S)- - 双 模 8B 时 ， (C28, Homs(B, — )) 是 
附加 对 ， 

证 ”我们 只 证 明 (i ,类似 地 可 以 证 明 (i)， 

首先 ，B8Cx 是 RR-mod 到 S-mod 的 共 变 函 子 ， Homa(B, - ) 
是 S-mod 到 及 -mod 的 共 变 函 子 。 

对 于 任意 左 开 - 模 4 及 左 > - 横 (C， 很 据 附加 同 构 定理 知 有 Z- 


同 构 映射 
t,o: Homs (BON 4, C) -一 >Hom (4, Homs (已 ， C)) : 


fr>f : 9 
其 中 了 的 意义 见 附加 同 构 定 理 。 于 是 只 要 证 明 下 面 两 个 图 都 是 交 
换 图 ， 


Homs (BOCs A, C) —>Homa (A, Homs (B, C)) 
(1®f)* f* 

Homs (BOVe A’, C) 一 >Hom (4/ ， Hom， (B,C))，, 
yA 4) 

Homs (BOA, OsHor,tA, Homs (BO 

Ex (gw) 
Homgs(B 4 Cy) > Hom, (A, Homs (B, C’)), | 
VC—>C/’, (Z) 


为 证 (里 ?是 交换 图 ， 设 2 Homs (8@aA, C), 则 有 
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(f*ri.0) (0) = Fr(0) = 98, 


ro(lQA*(o) = 7 0 (018)) =0 CCG7)。 
因为 当 a’ EA，b65E BE， 有 


(oj (a’) (6) = oF a’)) 6) = 00 (6b) = (LOF (a’)), 

p. (10) (人 ) OO) = (9° (107)) .0) = 9* (10f) (ba ) = 
pF))， 玖 产 rooeo =T4o (1@1)*。 因此 ( 甲 ) 是 交 
换 图 。 

类 似 地 可 以 证 明 ( 乙 ) 是 交换 图 。 这 就 证 明了 GD 。 

当 已 给 布 基 - 模 如 时 ， 因 转让 有 (Z ,RD)- 双 和 模 已 ， 故 (BQs 
Homz(B, -)) 及 〈G@zB, Homa(DB,， -)) 都 是 附加 对 。 

已 给 左 R- 模 B 时 ， 因 为 恒 有 “《R,Z)- 双 模 中 ， 故 〈BQ2， 

Homa《B, --)) 及 (WsB, Homz(B, -)) 都 是 附加 对 ， 


5.7 模范 畴 中 的 正 向 极限 及 送 极 限 


我 们 在 第 一 章 中 曾经 证 明 ， 当 (万 ，G) 是 附加 对 时 ， 在 正 
向 极限 存在 的 前 提 下 ， 五 保持 正 向 极限 ; 在 逆 极 限 存在 的 前 提 
下 ，G 保 持 逆 极 限 。 现 在 我 们 对 模范 畴 中 的 正 向 极限 及 送 极 限 作 
进一步 讨论 。 

我 们 先 来 证 明 模范 畴 中 以 任意 拟 序 集 为 指标 集 的 正 向 系统 的 
正 向 极限 及 逆 系 统 的 逆 极 限 重 存在 。 

定理 5.8 对 于 任意 执 序 集 (7 <), R-mod 中 每 一 个 以 了 为 
指标 集 的 正 向 系统 都 有 正 向 极限 ， 每 一 个 以 7 为 指标 集 的 逆 系 统 
都 有 逆 极 限 . 

证 没 { 耻 ,g 引 是 R-mod 中 以 1 为 指标 集 的 一 个 正 向 系统 ， 
命 2 是 由 了 ,的 由 一 切 元 素 


人 700 1; (a,) A(ai), NR/ 1 ]， a EF, 
生成 的 子 模 , 其 中 是 下 ,到 @ 的 入 射 ， 则 得 到 左 R- 模 (@)/ 
全 
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Sa FICBF)/S 
/ a;F—> (ai) + S,， 
则 易 知 w, 是 左 尺 -映射 ， 且 易 知 cyopy = 4a;，VvVi<j 
我 们 来 证 明 { ® PF)/S, Qj} 是 {9;} 的 正 罗 极限 。 
为 此 ， 设 庆 是 任意 左 R- 模 ， 并 设 一 集 左 R- 上 映射 {f :了 了 ,一 > 
上 16 六 满足 /= fj9;,， YI 和 ， 命 
万 : 出 PF.—>X 


(… a,, 0 一 ;> 2 fo), 


易 知 Dp 是 左 R- 映 射 。 又 由 f= ff.9;，Yi 夺 1， 可 知 
pM’ ai) -A (a)) =0, vie}), a EP 
赦 9SSkero。 于 是 可 唯一 地 补 成 交换 图 ; 


其 中 o 是 自然 同 态 上 映射， 补 出 后 8 是 左上 -映射 
现在 容易 证 明 下 图 交换 ， 


¢ SPp15 一 一 二 一: 


141 . / YiCc I 
六 
入 /i 
FE 


事实 上 , 若 o EF 则 有 pasa) = BO +S) = po(h,(a)) 
= P(A(0)) = (ai)， 故 ba, = 六 YY El. 因此 上 图 是 交 掀 图 ， 
又 , 著 左 R- 映 射 B':( @F)/S 一 > 满足 8B’ a,= fvViE7 
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一 


RI By Ma) +S) = PU (eic 2 pb’ a (0 = 》， 


| je 
fila), 但 BOTA +5) =p( 并 No))- f(ao), 故 B= 
i it€I iEef z - 


6. 这 就 证 明了 {( @ 己 )/5, i} 是 { 玉 ,，9j} 的 正 向 要 限 ， 
现在 设 {五 ,i} 是 R-mod 中 以 1 为 指标 集 的 一 个 逆 系 统 。 命 
一 {Cs Qi, ‘dj ) [1 Fa,= $i (Ca;), v if}, 


易 知 .1 是 | ,的 子 术 。 王 命 
iEJ ， 


Ci .4 一 > 大， 
(1 ds 0j pv) > a 

ails 是 无 尺 -映射 Hyiay=a, Yi<j. : 

和 正 回 极限 情形 的 证 明 娄 似 ， 可 以 证 明 (4, a 是 {1 } 
得 焉 极限， z | 

由 这 个 定理 及 定理 5. 8 和 定理 2,3， 立 刻 得 到 下 面 推论 、 

推论 5.5 ” (i) Homa(X, - ) 保持 着 极限 ， 即 
Homa(X, lim 4) =1m Homs (X, A,); 

< 一 一 <—— 


(和 区 : 及 的 aY 都 保持 正 向 极限 ， 即 站 Qs (im 4A,) = 
lim (AX C08.A,) » ( liimB ; CopY = lim (B,C ). 
-一 > -一 > 一 一 > 


作为 本 章 的 结 来， 我 们 来 证 明 “ 正 向 极限 保持 短 正 合 列 ”为 
丝 先 引入 一 些 概 念 ， 

设 (7, 过 ) 是 任意 拟 序 集 , { 石 ,gj} 及 {G8;} 是 R-mod 中 以 I 
为 指标 集 的 两 个 正 向 系统 。 于 是 可 设 4 四 72 及 [由 G/T, 
Pi) 分 别 是 {下 ,9g;} 及 {G;,} 的 正 向 极限 ， 其 中 S,a, 及 7T, 8, 的 
登 义 见 定理 5.9。 

设 s 是 {9} 到 { Gi, 站 的 一 个 自然 变换 ， 则 对 于 每 一 个 
i J， 都 有 一 个 左 R- 映 射 5;: Fi 一 >G;， 且 有 交换 图 ， 
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一 


本 [ee RE ep aa ki 


FPF, 


Si 


-> (7 ， 


jp ps yi 和 ji, 


+ 
MA 

F; (7 » 

干 是 得 到 一 集 左 及 -映射 {F = ps 下 一 >》 (GEG)/T1iE 了 ,满足 


ro = 了 vi 和 7。 故 可 唯一 地 补 成 交换 图 : 


$j 


一 和 


(BEY S~ ~ ~~- (BGYT 


站 
[7 vtCEL 
bs 
F, 


其 中 补 出 的 了 是 左 R- 映 射 。 可知 有 


ss (Vy 4i(G) + oO) = DHiSi(0;) 下 T， 


其 中 丸 是 下 到 鲜 已 的 入 射 ， 4 是 G, 到 @ G, 的 人 射 
以 局 号 成 


一 > 


im 一 >1imG 


当 (7, 过 是正 向 拟 序 集 时 ，(@ 太 /5 的 元 素 可 以 有 简洁 
的 表示 法 ， 即 有 下 面 定理 
定理 5.10 设 (1, 三) 是 正 向 氢 序 集 ，{f,,8;} 是 R-mod 
中 以 7 为 指标 集 的 一 个 正 呵 系统 ， 则 有 
(由 Fr)/S={A(a0)+ SIa EF.,iEI); 
(ii 4,《a)+S=0， 当 且 仅 当 存 在 12>i 使 pi (oa,) = 0。 其 中 
4 是 到 名 Fi 的 入 射 
证 GD 设 和 (G0) + 全 + 和 (oa +SE( 田 FD)/S. 因 为 /是 
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正 疝 拟 序 集 , 故 有 7 E 7 使 站 六 都 未 7 。 命 2 = 1， = 
全 0 = 8 二 二 be 则 5E 严 上 鼻 于 (= 和 (60 + 
+ AD = Agpi(a) +t + hit(a;)，- 故 4y(5) 一 (Ge) +… 
+ h(an))ES。 从 而 和 (ai)+t + h(at)+S= (0) + DO. 
这 驱 证 明了 G). : 
《Ha) 石 存在 1 宇 ? 使 gi (a;) =0， 则 4,(q) = h(a;) -4%i (a,) 
GE， 故 4(a) + = 10。 
反之 ， 设 4 (acD) + =0。 则 4;(a;) ES。 故 可 设 
Ai(ai) = [LA gii(ay) 一 hj (a; ) + …: 
+ Ed Pir (Gi) — A; (ay )]. 
个 GE 7 使 ?及 7 js Ri …, ,都 小 于 或 等 于 ， 则 有 
401 Ca) = [LAD' a) — A,(ai)] + A,(a,) 
= [hpi Ca) — h(a)I+t Thigi (ar) Ala) 
+ e+ Lh ph (ai) — 4; Cas )]. 
因为 Lgii(as) -hi (Ca;) = Agir(ay)-— hi, (3) — di (a;, ) 
+ AOH(GG), 且 hg1!= gx， 故 有 
MP (Qs) — i (Gi) = [Ah (la;,) 一 2 (qj)] 
+ [LAr Ha)) — hi, (~ Oitay)] 
记 64,= 一 gii(a;,), 则 有 
A PH ai) — hs ai) = [hp (Gi) — hs, Ca;)] 
t+ APECb)) -Ai (61). 


Fe 


因此 总 有 

MPs (ai) = Lhgi (ce) -Alc)I + Lhor (es) -A,, (c»,)]+ 
二 [上 4gprr?(e,,) 一 4%,《c5,) J 其 中 i mm,，…,m, 互 不 相同 ， 

车 = 为 则 40i cp) - (co =0。 同样 , 磊 m=1, 则 LgriCe,，) 
-4 (ca) = 0。 歼 可 认为 i，rma,…m, 都 不 等 1. 

因为 “向 量 ”2.9; (a,) 除 了 “第 1 个 分 量 ” 是 gi (a,) 以 外 ,其 
余 “ 分 量 ” 都 是 0, | 因此 ci;，cn，…, cw 都 是 9， 从 而 hgi (ai) = 0. 
由 于 4, 是 单 射 ， 故 g' (a,) = 0。 
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i TT mT dei 一 -一 一 - 一 一 一直 一 rip i le i i bp A ee 


现在 我 们 来 证 明 “ 正 癌 极 限 保 持 短 正 合 列 ”， 
定理 5.11 设 (7, 二 ) 是 正 向 拟 序 集 ，{f;,g9)}, {Gi i} 及 
{HH,, 5} 是 RR-mod 中 以 了 为 指标 集 的 三 个 正 占 系统 。 再 设 8 是 
{95} 到 {G4} 的 自然 变换 ，+t 是 {G，2 到 { 五 的 自然 
变换 。 洛 对 每 一 个 iE 141， 
OIF, >G, ->H,— >0 
都 是 短 正 合 列 ， 则 


0—S>lim F,— >lim Cr ， — >lim 
> 一 一 > 一 一 2 力 

是 短 正 合 列 ， 
证 先 设 {(@F)/S,ai),{(@GD/7T， BIR{COH) /Wy 


分 别 是 {五 9) {Gi 让 及 {E56} 的 正 向 极限 ,其 中 3, a 了， 
PRW, 7 的 车 义 六 定理 5.9, 再 分 别 用 4,， Li 及 oa; 表示 了 ,到 © Ff’,, 


G, 到 鲜 G, 及 1 到 四 7 的 入 射 。 于 是 有 
se = ps 机 (ja tS)=MsG) TVYi c 7 
+ p= yt ft (ph (6) + T)= ot(0) +HW, vi€El; 

si = pis, tpi= Cit Vii. 
为 证 是 单 射 ， 设 xEkers 。 则 由 定理 5.10 知 先 可 设 x= 


jc) +S。 由 于 5 (x) =0， 故 ist(c))+ 了 = 0。 于 是 由 定理 

5. 10 知 存在 7 2 使 杂 (S ai)) =0. 从 而 30 (ay) =0。 因 为 3 是 
半身， 故 o;(a;) = 0。 因 此 仍 由 定理 5. 10 知 4,(a) + 品 =0。 所 以 
$s 是 单 射 。 


为 证 t 是 满 射 ， 议 2E( ©® HO, 则 可 设 z= o,(c?) +t WW ， 因 
为 志 是 满 射 ， 故 有 0， C G, 使 c; 一 ti (b,) 3 从 而 z 一 oiti (Cb,)) + W. | 
此 有 LC6D + 了 TE (@@GD/T 使 (hs(6D) + 了 ) =z. 所 以 是 满 射 
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因为 Ts C4) + 5S)=otisi(a) +WV=0， 故 ?了 =0, 因 此 
im s Ckert. 


最 后 ， 设 yEkert ， 则 可 设 y=pi(b) +7， 由 万 (y) = 0 
oi(ti(0)))+Y =0。 故 存在 7 六 ?使 5t,(2,) =0， 因 此 pi (02,) 
= 0， 从 而 yi (2,) Ekert; = imsj, 故 有 G} EL 使 Sj (091) = yy; (6b,). 


于 是 有 hi(aD) + SE(@F)/S 使 $ (h(aD) +S)=y, 敬 ker? 


im s ， 到 此 就 完成 了 证 明 ， 
这 是 一 个 很 有 用 的 定理 。 在 第 三 章 中 我 们 将 看 到 它 的 用 处 ， 


习 题 二 


(1) 设 忆 是 人 -mod 到 S-mod 的 一 个 共 变 或 道 变 函 子 . 证 明 ， 
自考 是 加 法 图 子 ， 则 五 将 零 模 变 成 零 模 ， 即 当 0 是 左 尽 - 零 模 时 ， 
人 (0) 是 左 3- 零 模 。 

(2) 设 情 是 一 个 环 ，e 是 尽 的 一 个 非 零 寡 等 元 ， 则 eRe= 
terelrE 人 } 是 环 ， 其 单位 元 是 e. 若 凡是 一 个 左 尽 - 模 , 则 MM 自然 地 
成 为 左 zRe- 模 命 eM = {em|mEM}， 则 eM 是 左 eRe- 模 MM 的 
一 个 于 模 ， 从 而 是 左 eRe- 模 。 现 在 命 已 (M) 是 左 eRe- 模 eM ， 
并 对 左 R- 上 映射 *， 命 下 (f) = fi.x， 证明, 下 是 R-mod 到 eRe- 
mod 的 正 合 共 变 国 子 ， 

(3) 这 也 是 人 -mod 到 S-mod 的 一 个 加 法 共 变 函 子 。 证 明 ， 


FF 是 正 合 的 ， 当 且 仅 当 对 于 每 一 个 左 R- 正 合 列 ML>M -8> 


M7， 必 定 忆 (MO 一 写 > 严 GO) 二 > 严 CMO) 是 正 合 列 


(4) 设 上 是 R-mod 到 S-mod 的 一 个 共 变 或 逆 变 芳子 ，G 是 
S- 0 mod 的 一 个 共 变 或 北 站 要 靖子 。 若 天 ，G 都 是 正 合 的 ， 
和 证明:，GL 是 正 合 的 。 
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(5) 设 人 ,GG 是 R-mod 到 3-mod 的 两 个 冰 子 ， 郊 是 其 变 的 或 
都 是 逆 变 的 ， 且 矿 衬 G。 证 明 ，Ff 正 合 ， 当 且 仅 当 G 正 合 ， 

(6) 设 矿 是 R-mod 到 S-mod 的 一 个 加 法 共 变 函 子 。 营 及 是 
(R, 了 7 了)- 双 模 ， 有 旦 MM 寺 0。 试 将 (MM) 作 成 (3, 了 了)- 双 模 ， 

(7) 举例 说 明 Homa (XX, -) 未 必 将 直 和 变 成 直 和 ， 即 
Homa (XX, 由 4) 未 必 与 O HHomxr(X, A,) 同 构 ， 

(8) 证 明 ， 阁 让 是 f.g, 左 RR- 模 ， NHoma(X， _) 保持 直 和 ， 
HHoma(X, BA) DB Homa(X, A). 


(9) 举例 说 明 , XGOa 未 必 将 直 积 变 成 直 积 , 即 友 QQz( | 4,) 


EI 


求 必 与 (XO@s4 同 构 ， 


(10) 设 挛 是 域 到 上 无 限 维 向 量 空间 , R 是 矿 的 所 有 线性 变换 
作成 的 环 。 证 明 ，R 不 是 IBN 环 ， 
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本 章 研 究 三 类 特殊 的 模 ， 即 投射 模 、 内 射 模 及 平坦 模 。 这 三 
类 模 在 同调 代数 中 有 着 十 分 重要 的 作用 ， 


36 投射 模 


6.1 投射 模 的 定义 
投射 模 的 概念 是 自由 模 的 概念 的 推广 
定义 6.1 设 P 是 左 R- 模 。 若 恒 可 补 成 交换 图 ， 
Pad 上 
2 8 
了 
A ”> Bb 


其 中 A, B 是 任意 左 R- 模 ，f 是 任意 左 R- 满 射 ，g 是 任意 左 有 R- 映 
射 ， 补 出 的 9 是 左 开 -映射 ， 则 称 已 是 一 个 投射 左 尽 - 模 。 

由 定理 1,11 知 自由 左 R- 模 必 是 投射 左 R- 模 , 

容 久 知道 ， 者 已 是 投射 左 人 - 模 , 左上 - 模 让 与 左 R- 模 PP 同 构 ， 
则 必 也 是 投射 天 人 A- 模 . 


6.2 直 和 与 详 直 和 项 的 投射 性 之 间 的 关系 
直 和 的 投射 性 与 诸 直 入 项 的 投射 性 之 间 有 着 密切 的 关系 。 我 
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PP "EE i dp ep — ,ppp pr gr ~ 


们 有 下 面 定理 ， 
定理 6.1 设 [ 4 ljE/) 是 一 集 左 K- 模 , 则 电 4 是 投射 模 ， 


当 且 仅 当 每 -个 4 都 是 投射 模 ， 
证 设 每 一 个 4, 都 是 投射 模 . 我 们 来 证 明 伍 可 补 成 交换 图 ， 


@4) 


2 17 


ead 
风 - 。 
， 
A z 


其 中 B,C 是 任意 左 R- 模 ，f 是 任意 左 K- 满 射 ，g 是 任意 左 R- 映 
因为 4 是 投射 模 ， 故 对 每 一 个 i EC 小， 人 先 可 补 成 交换 图 ， 


pepy 
rad 人 ; 

(7 a z 
J 344 


共 中 4 是 4 到 申 4; 的 入 射 ， 补 出 的 0 是 在 攻 -上 映射。 于 是 又 可 补 
成 交换 图 ， 


: : y 
2 A -~ ”TT 一 有 
JE 了 7 
wh A ViEJ 
4 : 


其 中 补 出 的 4 是 左 民 -映射 。 
现在 立刻 看 出 下 图 交换 ， 
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qu mm mm bo PS —re—e—e—e er EE ee— er ee Fe er A mh a hb me -im ee 


”| f 


这 是 因为 (办 本 = 了 (YA) = yoi=g YI7EJ， 故 f=g。 这 束 
证 明了 @ 4 是 投射 模 , 
以 上 证 明 的 思路 及 过 程 可 以 用 下 面 一 个 图 来 表达 ， 


个 
,©@ 4 
,7 
2 
$b 
Pd 4 
wm {a 
Pe | 
2 z 
7 A,  . 
or Pe 下 sg 
_” 二 
^“…-- SR 
2 \ -和 CC 


反之 ， 设 @ 4 是 投射 模 。 我 们 可 用 下 图 来 说 明 每 -- 个 -4 是 


.~ 
A, 1 
, 7 | 
， -< 
i, 一 ] 
i jr 
ead 人 
a & 
dr 
2 dH) A. 
SP 和 
B / 玉 


其 市 pj 是 中 4 到 4 的 投 时 。 杏 实 上 ， 由 于 四 4 及 投射 模 ， 政 
?4 六 
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存在 左 R- 上 映射 9 使 上 图 中 下 面 的 三 角形 是 交换 图 fg = gp。 于 
是 有 了 广 (247) 一 (fq) hs = gpihi = g 。 内 此 .4 是 投射 模 。 

根据 这 个 定理 ， 容 易 得 到 下 面 推论 . 

推论 6.1 设 P 是 投射 左 R- 模 ，f: P 一 > A 是 左 R- 映 射 。 阁 
太 石 可 到 ， 则 .4 是 投射 左 攻 - 模 。 

证 设 左上 -上 呐 射 g: 4 一 >P 满 足 fg=1， 则 P= kerf@img， 
改 1mg 是 投射 模 。 但 g 是 单 射 ， 故 A 实 img， 因 此 .A 是 投射 模 . z 

例 6.1 命 站 =Z/(6Z)， 易 知 有 左 R- 模 同 构 R 衬 Z/(22) 中 
2/(3Z). 国 为 自由 左 R- 模 R 是 投射 左 R- 模 , 故 Z/(2Z) 及 Z/ (3Z) 
邦 古 抽 喘 左 及- 模 . / 

由 例 1, 13 知 Z/ (2Z) 不 是 自由 左 R- 模 ， 其 中 R=Z/(62). 因 
此 ， 拉 届 模 概 从 是 自由 模 概 众 的 真正 推广 。 当 然 ， 对 于 某 些 料 殊 
的 趟 类 来 说 ， 可 能 投射 模 与 自由 模 是 一 致 的 。 比 如 ， 除 环 上 的 投 
射 模 与 自由 模 就 是 一 致 的 。 不 过 这 是 极端 的 情形 . 在 第 四 董 中 我 
刘海 证 明 主 理想 整 环 上 的 投射 模 与 自由 模 是 一 致 的 . 


6.3 左 民 - 模 P 的 投射 性 与 沪 子 Homx(P, -) 的 正 合 性 之 间 . 的 

关系 | | 

对 于 一 个 任意 的 左 - 模 4 来 说 ， 我 们 仅 能 肯定 图 子 Hom。 
(44, 一 ) 定 左 正 合 的 。 现 在 有 下 面 定理 . 

定理 6.2 左 人 - 模 忆 是 投射 横 ， 当 且 仅 当 员 omas(CP,，- ) 是 正 
合 的 。 

证 设 左 ft- 模 P 是 投射 模 。 当 f.: A 一 >B 是 左 R- 满 射 时 ， 容 
易 看 出 jf。: Homs(P, 4) 一 >Homa(P, 有) 是 满 射 。 这 征 内 为 当 
g EHoma(P,B) 时 ， 可 以 补 成 交换 图 ， -Pp | 


9 .2 

ww < 

~ | 
a fr 


一 一 > 卫 
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一 -一 一 一 一 


Pi "i 


LE 


其 中 补 出 的 p 是 左 R- 映 射 。 故 有 EHoma(P, -40) 使 Po) = fp 
= g。 因 此 Homr(P, -) 是 正 合 的 。 
反之 ， 设 Homas(P, - ) 是 正 合 的 ， 则 恒 可 补 成 交换 图 , 


_-P 
六 一 
nr ry 
sr Pe 
a 
Li 


共 中 4 有 是 任意 左 尽 - 模 ，F 是 任意 左 尺 - 满 射 ，g 是 任意 左 R- 映 
射 ， 补 出 的 2 是 左 天 -映射 。 这 是 因为 As: Homas(P, A) 一 Homs， 
(P, 了) 是 满 射 ， 故 有 ppEHomas(P, A) 使 fs (®) =g， 即 fo = gp、 
议 忆 是 投射 模 。 


6.4 模 的 投射 性 的 刻 划 


定理 6.2 岗 了 明 可 以 用 图 子 Homs(P, ~-〉 的 正 合 性 来 刻 划 左 
4- 模 书 的 投射 性 。 现 在 我 们 再 从 另外 角度 来 并 划 模 的 投射 性 。 有 
下 面 定 理 。 
定理 6.3 议 忆 是 左 作 - 模 ， 则 以 下 条 件 等 价 ， 
(1) 成 是 近 射 模 ! 
(11) 对 于 任意 左 A- 模 和 入， 于 左上 映 对 f;, 针 一 >PP 是 满 射 ， 
则 站 是 石 可 裂 的 ， : 
(i) 每 一 个 左 严 - 短 正 合 列 0 一 >X- 二 > 了 -> 记 >0 都 是 
EE / 
(G7) PP 古 一 个 自由 左 - 模 的 一 个 下 外 项 、。 
证 人 0 一 六 (i)。 设 f; 一 ”PP 是 左 R- 潢 射 ， 岂可 补 成 交 
换 图 ， : 
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eT 


4 一 一 一 人 


不 中 补 岂 的 9 是 左 R- 上 映射 。 于 是 fq = 1。 故 8 右 可 裂 。 

(ii) 一 > (iii)。 这 是 明显 的 。 

(iii) = 一 > (iv)。 首先 总 有 一 个 自由 左 fR- 模 及 一 个 左 R- 满 
射 f: 一 > P。 于 是 左 R- 短 正 合 列 0 一 kerf 呈 > 人 >p 一 > 
0 可 裂 , 政 政 衬 P@kerf .因此 PP 是 自由 左 R- 模 P@kerf 的 一 个 直 
和 项 。 

(7) 一 > (1)。 因为 投射 模 的 直 和 项 是 投射 模 ， 故 自由 横 的 
直 和 项 是 投射 模 。 因 此 号 是 投射 模 ， 


6.5 投 丑 基 定 理 


“现在 证 明 一 个 重要 的 定理 ， 即 下 面 的 投射 基 定 理 。 
定理 6.4 (投射 基 定 理 ) 左上 人- 模 已 是 投射 模 ， 当 且 人 奴 当 P 
有 一 个 子 集 X 一 (ae|R C 大} 及 一 集 左 RK- 上 映射 {9 P—>》 A R EK)} 
满足 对 于 任何 x P， 几 和 平 所 有 V1(x) = 0， 使 得 x = 》 g(x) a 


vx EP. 和 

证 设 P 是 投射 模 。 则 首先 总 存在 一 个 自由 左 R- 模 于 0 及 
一 个 左 R- 满 射 ff 一 >P。 于 是 f 右 可 裂 ， 从 而 存在 左 R- 映 射 
9; 一 了 》 了 使 fp = 1。 命 {ei:|REK} 是 下 的 一 个 基 , 则 当 x E P 时 ， 


g(x) 有 叭 一 的 表达 式 g(x) = y ,rse， 且 几乎 所 有 ~ =0。 现 在 


对 于 每 一 个 REK， 命 pi: P 一 >R 是 x 一 > rs 则 易 知 9, 是 左 R- 映 
射 ， 且 对 任何 xE PP， 几乎 所 有 %,(x) = 0。 再 命 o = fle,)。 于 是 
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一 -一 -一 到 er 


得 到 PP 的 一 个 子 集 六 = {gsj&8EK} 及 一 集 左 R- 映 射 {ps1kEKj】. 
又 ， 当 x EP 时 ， 设 p(x)= res， 则 有 x=1Cx)= 了 p(x)= 


EK 


Srsf Ce,) = DPD (XxX) as, 


反之 ， 设 满足 定理 中 条 件 的 4 = {clREK} 及 (10 一 > 
jjREK 有 存在。 命 上 是 有 基 etjREAK } 的 自由 左 R- 模 ， 则 存在 
左 R- 上 映射 f. FF 一 >P 满 足 f (ei) =as，Y khEK。 可 知 是 满 射 ， 
为 证 P 是 投射 模 ， 只 要 证 明了 可 可 裂 ， 为 比 ， 命 9: P 一 了 下 是 
XH 一 > 2_jr(X)es, 易 知 0 是 左 R- 上 映射。 因为 当 xEP 时 ， 有 


各 会 羽 


(fq)(x) = f (O91(x) er) 


EK 


二 > pix) f les) 二 > ,r(xX) a, = LF 故 jo = 1， 


从 而 f 右 可 裂 ， 因 此 PP 是 投射 模 ， 

” 注 ， 由 定理 的 证 明 可 知 ， 车 PP 是 f.g. 投射 模 ， 则 定理 中 的 半 
可 取 成 有 限 集 。 反 之 ， 若 定理 中 的 革 可 取 成 有 限 集 ， 则 PP 是 f.g。 
投射 模 。 


$7 内 射 模 


7.1 内 射 模 的 定义 


将 定义 投射 模 时 所 用 的 图 中 的 第 头 反 向 ， 并 将 满 射 换 成 单 
射 ， 所 得 到 的 投射 模 概 念 的 对 侦 概 念 就 是 内 射 模 的 概念 ， 也 即 有 
下 面 定义 ， | 

定义 7T.1 设 E 是 左 R- 模 。 车 恒 可 补 成 交换 图 ， 
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f | 
A 
Hr 
8 di 
~- 9 
ee 
EX 


其 中 A4, B 是 任意 左 R- 模 ，f 是 任意 左 R- 单 射 ，g 是 任意 左 R- 映 
射 ， 补 出 的 p 是 左 R- 上 映射 ， 则 称 E 是 一 个 内 射 左 R- 模 ， 

与 投射 模 不 同 ， 内 身 模 没有 明显 的 例子 ， 待 对 内 射 模 作 一 些 
讨论 以 后 ， 我 们 再 给 出 例子 。 

容易 知道 ， 若 刀 是 内 射 左 忆 - 模 , 左 有 R- 模 4 与 万 R- 模 同 构 
则 “4 也 是 内 射 左 玉 - 模 . 


1.2 直 积 与 浇 直 积 因 子 的 内 射 性 之 间 的 关系 


下 积 的 内 射 性 与 诸 直 积 因子 的 内 射 性 之 间 有 着 密切 的 关系 ， 
我 们 有 下 面 定理 


定理 7.1 设 {4j17E7} 是 一 集 左 R- 模 ， 则 了 .4 是 内 射 模 ， 


当 且 仅 当 每 一 个 4 都 是 内 射 模 。 
证 ” 设 每 一 个 4; 都 是 内 射 模 。 我 们 可 用 下 图 来 说 明 | 4 是 


je/ 
内 射 模 ， | 
b CG 
Be 
A; + 
8 oo 
HL4 妈 
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其 中 py 是 了 4s 到 4 的 投射 。 事实 上 ， 因 为 4; 是 内 射 模 ， 故 


对 每 一 个 了 EJ, 存在 左 R- 映 射 9; 使 图 中 上 面 的 三 角形 是 交换 图 ， 
于 是 有 左 R- 映 射 $ 使 图 中 右边 的 三 角形 是 交换 图 ， 人 队 而 有 p;(V7) 
= (pb)f = 9;f = pig, Y 1EJ.， 因此 yf=g。 故 上 二 是- 


射 模 ， | 


射 模 . 

由 这 个 定理 容易 得 到 下 面 推论 . 

推论 7.1 设 上 是 内 射 万 R- 模 ，f; A 一 EB 是 左 R- 映 射 。 车 
f 左 可 裂 ， 则 4 是 内 射 左 R- 横 ， 

证 ” 设 左 R&R- 映 冉 g: 上 一 > .A 满足 gf = 1 则 Eimy 中 kerg. 
于 和 龙 由 定理 7.1 知 1 巴 } 是 内 射 模 。 因 为 /是 单 射 ， 故 4simj。 网 
此 4 是 内 射 模 。 


171.3 左 有 R- 模 5 的 内 射 性 与 汪 子 Homs(-， 正 ) 的 正 合 性 之 间 的 

关系 

对 于 任意 的 左 R- 模 A 来 说 ， 我 们 仅 能 肯定 孙子 Homs( 一, 4) 
是 左 正 合 的 。 现 在 有 下 面 定理 。 / 

定理 7.2 ” 左 A- 模 已 是 由 射 模 ， 当 且 仅 当 Homas(- ,五 ) 是 正 
合 的 

证 ” 设 E 是 内 射 模 ， 则 当 f. 4 一 > 呈 是 左 尺 - 单 射 时 ， 容 易 看 
出 f*，Homs(B, EE) 一 ->Homs (A, EE) 是 满 射 。 事实 上 。 当 
g € Homs (A, £) 时 ， 
可 以 补 成 交换 图 ; 


其 中 补 出 的 p 是 左 R- 睦 射 、 干 是 有 9 EHoma(B,) 使 疡 (9) = 
9/ = g， 故 Homx(- , 巨 ) 是 正 合 的 ， 

友之 ， 设 Homa( 一 ,上 ) 是 正 合 的 。 则 当 }. A4 一 >B 是 左 K- 单 
射 时 ， 了 *，Homa(B， 玉 ) 一 >Homx (4，E) 是 满 射 。 故 对 任何 
g SlHoma(A， 上 上 ), 有 9 EHoms(B, EE) 使 1*(g) = g， 于 是 有 交 
换 图 ， 


因此 五 是 内 射 模 。 


7.4 模 的 内 射 性 的 刻 划 


定理 7. 2 说 明 可 以 用 冰 子 Homs(- ,五 ) 的 正 合 性 来 刻 划 左 民 - 
横 刁 的 内 射 性 。 现 在 我 们 再 从 另外 角度 来 赣 划 模 的 内 射 性 ， 即 有 
下 面 定 理 ， 四 

定理 7.3 ” 设 巨 是 左 尺 - 模 ， 则 以 下 条 件 等 价 : 

(i) 五 是 内 射 宰 ; 
(1) 对 于 任意 左 R- 模 关 ， 若 f; 一 >XX 是 左 R- 单 射 ， 则 f 
是 左 可 裂 的 ) 

(11) 每 一 个 左 尺 - 短 正 合 列 0 一 > 已- 二 > 区 -> 了 一 >0 都 
是 可 铬 的 ， 
证 “ (一 会 (0)。 设 /一 人 和 是 左 民 - 单 射 ， 风 可 补 成 交 
换 长 
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E44 


其 中 补 出 的 p 是 左 R- 映 射 ， 于 是 pf = 1。 故 f 左 可 列 
GD 一 > (ii)。 ”这 是 明显 的 . : 
(iiD 一 > (i)。 ”这 就 是 要 证 明 恒 可 补 成 交换 图 


/ 
.A> bb 


pp 
J 
J 
dj 
ar 
后 ~ 
. ~ 
2 2 
\ ~ 


FY 


其 中 4,B 是 任意 左 R- 模 ，f 是 任意 左 R- 单 射 ， g 是 任意 左 
玫 - 上 映射 ， 补 出 的 2 是 堪 攻 -映射 

为 此 ， 鞠 命 厂 = {(g(q)，f(--9))ja€EA}， 则 易 知 矿 是 
上 中 B 的 子 模 . 青 命 f' :EE 一 > (EB)/WV 是 e 上 > (e,0) + 人 ,pg/， 
B—>(E®B)/V 是 b> (0 2) + 到 ， 则 易 知 fg” 攻 是 左 K- 映 
射 。 直 接 验 证 即 知 F/g = gf， 且 f /是 单 射 。 

于 是 有 左 R- 短 正 合 列 

0— SE >(E®B) /We>Cokerf’ —>0, 

其 中 0 是 目 然 同 态 员 射 。 由 已 给 条 件 知 此 短 正 合 列 可 裂 ， 从 而 产 
左 可 裂 。 故 有 左 玉 -映射 AP，( 达 四 届 )/ 矿 一 > 瑟 使 hf' =1. 现 在 容 


易 看 出 下 图 交 所 A4> /  、， 


2 
hg 


上 
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这 是 因为 (hg’) 让 = "C8 1) Eh) = (hf De g。 改 了 是 内 
射 模 。 

由 这 个 定理 可 知 ， 全 何 上 的 内 身子 模 恒 是 原 模 的 一 个 站 
和 项 。 


7 .省 Baer 准则 


有 一 个 很 有 用 的 判断 一 个 模 是 否 是 内 射 模 的 准则 ,叫做 Baer 
准则 。 这 就 是 下 面 的 定理 . 

定理 7.4 (Baer 准 则 ) ” 左 R- 模 E 是 内 射 模 ， 当 且 仅 当 对 于 
环 R 的 任 党 左 理想 7， 恒 可 补 成 交换 图 


li 
7 Cp 


1 2 
fl 
- = 


| E* 
其 中 f 是 任意 左 R- 上 映射 ， 补 出 的 了 是 左 R- 上 映射 
证 当 上 是 内 射 模 时 ， 对 于 环 开 的 任意 左 理 想 7， 当然 可 以 
补 万 上述 交 换 图 . 


现在 设 对 于 环 R 的 任意 左 理想 7 全 可 补 成 上 述 交 换 图 . 
为 证 五 是 内 射 模 ， 我 们 先 证 明生 可 守 记 灾 搞 加， 


> 2 
el 
a 
a- 
2 - 。 


其 中 B 是 任意 左 RR- 模 ，A4 是 B 的 任意 子 模 ，g 是 任意 左 R- 上 映射 ， 
让 二 的 @ 是 左 芭 -映射 
为 此 ， 命 
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={ (A, g') 14 是 如 的 子 模 且 4 二 4 左 人 -映射 8 ， 
4 一 > 满足 g' (a) =g(a)，YaE4)。 
因为 (4, g) E4， 故 4 不 空 。 再 规定 
(A’, gf )< 委 (4 pg’) 
当 且 仅 当 4 三 4， 且 8 (ao ) =8 (oo)， Ya E4， 则 易 知 8 成 
为 偏 序 集 . 
若 {(4。 go)|1cEy] 是 人 的 一 个 有 序 子 集 . 命 4= U 4.， 则 


有 是 B 的 子 模 ， 且 2 二 4， 当 x EA 时 , 必 有 一 个 4EJ 使 x EA。， 
从 而 有 gs (x) EE。 命 8g: A 一 > 是 xi->gs(x)， 则 易 知 & 是 
左 R- 上 映射 ， 且 gg (a) =g(o), YaE 4, 从 而 (4，g) E09， 且 
明显 有 (4.，g)< 和 (4，g)，YaET。 — 故 (4，g) 是 {4,， 
g<) 1aE7} 在 9 中 的 一 个 上 界 。 于 是 据 Zorn 引 理 知人 有 极 大 

设 (4,, go) 是 2 的 一 个 极 大 元 素 ， 我 们 来 证 明 A, = B， 

若 A, 专 B, 则 存在 x。€B, 而 x,€ 4o. 命 1= {rERIrx,E€A,}，, 
则 萄 知 1 是 环 K 的 一 个 左 理想 。 再 命 h, 1 一 > 上 是 TY go ro), 
则 易 知 是 左 RR- 上 映射 。 于 是 可 补 成 交换 图 ; 


其 中 补 出 的 产 是 左 尺 - 了 映射 。 

命 A1= A,+ Rx。s， 则 4 是 8B 的 子 模 ， 且 4, 二 A,。 因为 
Xo E A,, 故 4<s 4， 现在 命 gt: A1 一 > 上 是 9 + rxoH 一 > go(00) 十 
r hh (1)， 其 中 a。€ 4o，1 是 环 尺 的 单位 元 。 容易 验证 本 是 映射 ， 
且 是 左 R- 上 映射, 并 且 g1(a0) = go(ao)，Y aoE4. 于 是 (4 g1) € 09， 
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ma am 一 


(4 ， po) < (A,, 81)» 但 (A,， £0) (A,, g1) . 这 与 人 (A,, g0) 是 号 的 
一 个 极 大 元 素 ” 了 矛盾 。 故 如 = 了 。 
从 而 go 是 8 到 上 的 左 尼 - 映 射 ， 月 B0 (a) = g (a), Y a€A, 故 


有 交换 图 ; 
C /Bp 


4 
| | 
4 
8 -27 
2o 
E 


a 
or 
如” 


现在 容易 证 明 互 是 内 射 模 。 为 此 ， 设 已 给 图 ， 


| 


其 中 .了 是 任意 左 尺 - 模 ，j 是 任意 左 尺 - 单 射 ，g 是 任意 左 有 R- 
映射 ， | 

命 f im 一 了》A 是 f(g) Fa Ya € 4, 则 f!/ 是 左 R- 映 射 。 
于 是 由 刚才 所 证 明 的 ， 知 可 补 成 交换 图 ， 


imf/C >B 


2 
J 
| 


J 


EX 


北 中 补 出 的 gp 是 左 有 -上 映射。 从 而 知 下 图 交换 ， 
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因此 匹 是 内 射 模 。 
由 定理 7.3 知 ， 对 于 左 R- 模 EE， 当 每 一 个 左 R- 短 正 合 列 


0 一 > 一 一 一 0 都 可 裂 时 ， 则 万 是 内 躺 模 。 下 面 我 


人 要 证 肖 ， 只 要 每 一 个 碟 太 - 短 正 合 列 0 Ei >> C 
一 > 0 (其 中 C 是 循环 左 尺 - 模 ) 都 可 裂 ， 则 已 就 是 从 射 模 。 为 
此 ， 先 证 明 下 面 引 | 理 。 

引 理 7.。 1 设 已 给 左 R- 且 射 图 


0 —>4 {pS>C—> 0 
| 
上 
E 
其 中 的 横行 是 得 正 合 列 ， 则 恒 可 补 成 交换 图 ， 
0 一 >4 一 >8 E>C—>0 


yj 1y! / 1 
Es 
且 补 出 的 下 面 横 行 是 左 RR- 短 正 合 列 ， y 是 左 R- 映 射 . 

证 ”人 先 由 定理 7.3 的 证 明知 , 命 B= (EE 中 B)/WV, 其 中 玉 = 
(CC0), f(a))la€E 4A}, 并 命 1f' :上 一 了 >B' 是 et--> (e,0)+W， 
?7 :8 一 > 呈 是 2H> (0,0)+ 太 ， 则 1 及 y' 都 是 左 R- 映 射 ， 大 
是 单 射 ， 且 y= 广 ? 再 命 g/ :8 一 >C 是 (e,b) + 人 WV 上 >g(b)， 
则 易 知 g’ 是 左 R- 满 射 ， 且 gy = gg。 这 就 补 出 了 交换 图 
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ge -一 一 一 一 一 一 一 :一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 


为 证 图 中 下 面 横行 是 短 正 合 列 ， 由 于 六 是 单 射 , g/ 是 满 射 ， 
故 只 要 再 证 明 imj = kerg’. 

因为 当 eE 世 有 附 8 太 人 e) =g ((e,0) + WY)= g(0)=0, 政 gf/ 
= 0。 从 而 imf/' SEEerg'。 又 , 当 (e,p)+ 玉 Ekerg′ 时 ， 由 于 
g/ ((e:p)+ 厅 )=0， 故 g() = 0。 于 是 上 Ekerg = im 。 因 此 
有 a .4 使 5=f(-a)。 命 e’ =v(a), 则 Ce’,b) = (y(a), fC-0)) 
EP 、 故 (€e)0)-(e-e/,0)=(e’,60) EWW， 从 而 (e,p)+ 了 = 
(ee-e' 0)+ 了 =jfCe-e)Eimf 因此 imp = kerg’, 

定理 7.5 设 上 是 左 - 模 。 阁 每 一 个 左 R- 短 正 合 列 0 一 > 


->X 环 >C 一 > 0 (其 中 C 是 循环 左 R- 模 ) 都 可 烈 ， 则 是 


内 射 模 。 

证 ”我们 用 Baer 准 则 来 证 明 EE 是 内 射 模 。 为 此 ， 设 了 是 环 R 
的 任意 左 理想 ， 并 设 f, 1 一 >E 是 任意 左 R- 映 待 ， 则 据 引 理 7.1 
知 可 补 成 交换 图 


1 
. | 1 
1 。 9 | 
0 一 一 > FE ----> B —----> RI -一 一 ”0 
其 dg 是 自然 问 态 上 映射， 上 面 模 行 愿 是 左 R- 短 正 合 列 ， 补 出 的 
0sT 及 g 都 是 左 R- 上 里 针 ， 御 出 的 下 面 横生 起 短 正 合 列 。 : 


因为 /是 循环 左 R- 模 ， 故 据 定 理 所 给 的 条 件 知 上 上 图 中 下 面 
械 行 是 可 裂 短 正 合 列 ， 从 而 o 左 可 裂 。 丰 有 左 R- 映 射 h,B 一 >E 


使 ha = 1, 于 是 有 交换 网 ， ; 
7 Ci 
7 一 
一 
E 


130 ”第 三 章 投射 模 、 内 射 模 及 平坦 贷 


因此 巨 是 内 射 模 ， 


7.6 ”可 除 模 ， 可 除 模 与 内 射 模 之 间 的 关系 


将 可 除 Abel 群 的 概念 推广 到 模 的 情形 ， 就 得 到 可 除 模 的 概 
念 。 化 是 一 种 与 内 射 模 有 密切 关系 的 模 , 

定义 17.2 访 A 是 一 个 左 R- 模 ，a EA，r ER。 若 存在 bE4 
使 4 = rb6， 则 称 a 被 r 可 除 ， 

定义 1.3 设 A4 是 左 R- 模 。 若 A4 的 每 一 个 元 都 被 环 中 每 一 
个 非 石 零 因子 可 除 ， 则 称 4 是 可 除 左 R- 模 ， 

由 定义 可 知 ， 可 除 左 Z- 模 与 可 除 Abel 群 一 致 ， 

例 7.1 QQ 是 可 除 左 Z- 模 。 

容易 知道 ， 任 意 一 集 可 除 模 的 直 和 及 直 积 都 是 可 除 模 ， 可 除 
模 的 同 坊 象 是 可 除 模 , 

关于 可 除 模 与 内 射 模 之 间 的 关系 ， 首 先 有 下 面 定理 。 

定理 7.6 ”内 射 左 并- 模 必 是 可 除 左 及 - 模 。 

证 设 E 是 内 射 左 太 - 模 。 任 给 x。E ,并 任 给 r, ER， 但 ri 不 
是 布 霉 因 了 于 。 命 7 = Rro。， 则 7 了 是 环 R 的 左 理 想 。 再 命 f. 1 一 > 是 
rT->?Xo， 则 因 r+, 不 是 右 零 因子 ， 可 知 ! 是 映射 是 易 知 f 是 左 
-映射 于 是 可 外 成 交 换 图 ; 


EX 


其 中 补 出 的 9 是 左 尺 -映射 。 从 而 就 有 xo = Pr) = g(r0) = rup(D， 
即 xu 被 r, 可 除 。 故 已 是 可 除 覃 。 

当 R 是 主 理想 整 环 时 ， 还 有 更 进一步 的 结果 ， 即 有 下 面 
定理 . : 
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qq 


一 


定理 7.7 主 理想 整 环 上 的 可 际 模 是 内 射 模 , 
证 ” 设 ft 是 主 理想 整 环 ，D 是 可 际 左 R- 模 。 考 虑 图 ， 


中 
D 
其 中 7 是 环卫 的 任意 左 理 想 ，f 是 任意 左 R- 映 射 。 

其 1=0， 则 当然 有 左 R- 上 映射 9: 一 >D 使 上 图 交换 ， 

今 设 1 不 0。 由 于 R 是 主 理想 整 环 ， 故 可 设 1= Rr,， 这 里 0 二 
roRR。 可 知 ro 不 是 右 零 因子 。 因 此 ， 对 于 f(ro) ED， 由 于 DD 是 
可 除 左 RR- 模 ， 故 有 d ED 使 f(ro) =rod。 现 在 命 g: R 一 >DD 是 
.ri—>rd, 则 易 知 @ 是 左 RR- 上 映射 ， 匡 当 rro € 了 时 ， 有 irro) = 
rro) =rrod 二 rf ro) = 三 flrro)， 故 9i= ff。 因此 gg 将 上 图 补 成 交 
换 图 ， 所 以 万 是 内 射 模 。 

例 7.2 QQ 是 内 射 左 Z- 模 ， z / 

我 们 知道 ， 对 于 任意 环 尺 ， 每 一 个 左 尺 - 模 必 是 一 个 投射 左 
尺 - 模 的 一 个 同 态 象 。 对 偶 地 ， 我 们 能 够 证 明 ， 每 一 个 左 玉 - 模 必 
可 代入 一 个 内 射 左 尽 - 模 ， 即 可 尺 - 单 射 到 -一 个 内 射 左 尽 - 模 。 我 们 
先 处 理 尺 = Z 的 特殊 情形 。 有 下 面 定理 。 

定理 7.8 ”每 一 个 左 Z- 模 必 可 人 嵌入 一 个 内 射 左 Z- 模 ， 

证 设 4 是 一 个 左 Z- 模 ， 则 4 首先 总 是 一 个 自由 左 Z- 模 的 
一 个 同 态 象 ， 故 可 设 有 一 个 基数 4 及 一 个 左 Z- 满 射 9，Z'' 一 > 
4 .于 是 4 兰 Z42)/kcrwo, 再 利用 Ze/keroc- >Q'"/kergy, 就 有 
左 Z- 单 射 f: 4>- 了 QQ /keryg， 容易 知道 Q'“/kerg 是 内 射 左 
Z- 模 ， 这 是 因为 Q 是 可 除 左 Z- 模 ， 故 Q'"*' 是 可 除 左 Z- 模 ， 从 
而 Q'““ /kerg 是 可 除 左 Z- 模 ， 因 此 Q' /kerg 是 内 射 左 Z- 模 , 

现在 我 们 可 以 对 任意 环 R，. 给 出 一 个 内 射 左 尺 - 模 的 例子 ， 


外 有 末 闸 定理 。 

定理 7.9 ”对 于 任意 环 R, 命 D 是 可 除 左 Z 神 , 则 Homz(R, 上 D) 
征 站 和 丑 左 尺 - 模 。 

证 “因为 丸 是 〈Z， 民 ) - 双 模 ， 故 首先 知 Homz (R, D) 是 
左 尺 - 模 。 为 证 Homz CR，D) 是 内 射 左 R- 模 ， 只 要 证 明 岂 于 
Homa( 一 ，Homz《R,D)) 是 正 合 的 。， 而 这 只 要 证 明 当 到 
A 一 3》B 是 左 R- 单 射 时 ，f*，Homa(B, Homz(R,D))—> 
HHoma (A, Homz (了 , D)) 是 满 射 。 z 

因为 (Re Homz ( 玉 , -)) 是 附加 对 ， 疏 有 交换 图 . 

Hom, (RsB, D)—>Homs(B, Homz (R, D)). 
] G87) fe 


Hom, (RS ,A D) ”>Homs(/4, Homz (RKR, D)), 
其 中 zz 及 oa 是 定理 5.7 中 给 出 的 左 Z- 同 构 映 壬 .于 是 有 着 r= 
o(1@ 有 *。 由 此 可 知 ， 为 证 f* 是 满 射 ， 只 要 证 明 (1 的 让 * 是 
满 计 。 
由 例 2.10 知 有 交换 图 ， 
RoaA > 4 
ei| | 
RO B— ”> 有 ， 
其 中 h,k 是 左 Z- 同 构 映 射 。 故 由 于 ff 是 单 射 ， 知 1 是 左 R- 
单 射 。 因 为 D 是 内 射 左 Z- 模 ， 故 国 子 册 omz (一 ,D) 是 正 合 的 ， 
加 此 (1Q@)* 是 满 射 。 这 就 证 明了 Homz (R, DD) 是 内 射 左 RR- 模 . 
最 后 ， 我 们 来 证 明 每 一 个 左 尺 - 模 必 可 代入 一 个 内 射 左 尺 - 
模 ， 即 有 下 面 定理 . 
定理 7.10 对 于 任 间 环 及 ， 每 一 个 左 尺 - 模 必 可 伟 入 一 个 六 
射 左 尺 - 模 。 
证 设 4 是 左 R- 模 , 先 可 将 左 Z- 模 4 嵌入 一 个 内 射 左 Z- 


h 
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poe por 


模 D， 即 有 左 Z- 单 笑 了 :A 一 >D。 然后 对 于 ae 4, 命 1.: KR 一 了 
DD 是 fre->f 《ra)， 则 易 知 f。 是 左 Z- 上 映射 。 现在 命 p， 4 一 人 
Homz (R, DD) 是 a 一 > f,， 则 易 知 9 是 左 R- 映 射 。 容易 知道 9 是 单 
射 ， 这 是 因为 若 f。= 0， 则 f。(1) = 0, 但 是 7.(1) = 7 (0), 故 f(a) 
= 0 。 因 此 a 0。 这 就 证 明了 左 R- 模 4 可 以 伺 入 内 射 左 R- 模 
Homy (1, D). 


7.7 内 射 包 络 


当 妃 是正 尺 - 模 4 的 子 模 时 ， 称 4 是 如 的 一 个 太 张 。 春 左 太 - 模 
号 的 一 个 扩张 4 是 内 射 左 尺 - 模 ， 则 称 A4 是 8 的 一 个 内 射 扩张 。 册 
定理 7.10 知 每 一 个 左 有 - 模 都 有 内 射 太 张 。 

由 于 每 一 个 模 都 有 内 躺 扩 张 ， 因 此 一 个 模 可 能 有 越 来 越 大 的 
内 射 扩 张 。 俩 如 ， 左 Z- 模 Q 是 左 Z- 模 Z 的 内 射 扩张 ， 左 £- 模 
R 也 是 左 Z- 模 Z 的 内 射 扩张 ， 左 Z- 模 C 也 是 左 Z- 模 Zz 的 内 射 
扩张 ， 这 里 是 全 体 复数 作成 的 集 。 这样， 我 们 目 然 希 谊 得 到 一 
个 模 的 尽 可 能 小 的 内 射 扩 张 。 

定义 7.4 ” 设 左 有 R- 模 上 是 左 R- 模 A 的 一 个 内 射 扩 张 。 寿 玉 没 
有 内 射 子 模 2’ 满 足 4ES Ec， 则 称 世 是 4 的 一 个 极 小 内 射 
拉 " 绪 ，。 

了 明显 知道 ， 左 尺 - 模 4 是 内 射 模 ， 当 且 仅 当 44 本 身 契 4Hy 一 个 
极 小 内 射 扩 张 。 

现在 我 们 引入 模 的 另 一 种 扩张 ， 它 己 模 的 极 小 四 映 扩 张 有 夫 
密切 的 联系 ， 
| 定义 7.5 设 左 R- 模 上 是 左 R- 模 A 的 一 个 扩张 。 奉 对 上 的 每 
一 个 非 堆 子 模 妃 ， 恒 有 40 五 六 0, 则 称 五 是 4 的 一 个 本 质 扩张 , 并 
称 A4 是 EE 的 一 个 本 质子 模 . 当 玉 是 4 的 一 个 本 质 扩 张 ， 且 上 志 4 有 时， 
称 记 是 4 的 一 个 真 本 质 扩张 ， 

例 7.3 左 Z- 模 Q 是 左 Z- 模 Z 的 一 个 真 本 质 扩 张 。 

关于 模 的 本 质 扩 张 ， 我 位 有 下 面 定理 。 
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定理 7, 11 设 左 R- 模 上 是 左 R- 模 .4 的 一 个 扩张 ， 则 上 是 4 
的 本 岳 扩 张 ， 当 且 仅 当 对 于 每 一 仿 eE 下 ， 且 es 大 0， 恒 存在 和民 
使 >eG 4， 上 有 re 于 0 

证 设 上 是 4 的 本 质 扩 张 则 当 e EE， 且 e 太 0 时 ， Re 是 EE 
科 非 零 子 模 ， 从 而 AN Re 直 0。 圾 有 r ER 使 reEE€ A， 且 re 二 0。 

反之 ， 设 对 任何 e EE， 且 e0， 恒 存在 rER 使 reEA 生 
re 太 0。 命 EE' 是 EE 的 任意 一 个 非 零 子 模 ， 则 有 e EE’， 且 e 志 0. 
于 是 有 rr € RR 使 re € A， 且 re 太 0。 从 而 知 A 人 上/ 六 0。 故 下 是 4 的 
本 质 扩 张 。 

定理 7.12 设 A4, 上 ,了 是 二 个 左 R- 模 ， 并 设 E 是 4 的 扩张 ， 
了 是 EE 的 扩张 。 

(1) 若是 A 的 本 质 扩 张 ， 则 EE 是 4 的 本 质 扩张 fF 是 的 
本 质 扩张 ， 

(ii》 者 是 4 的 本 质 扩 张 县 下 是 的 本 质 扩 张 ， 则 玉 是 有 4 
的 本 质 扩张 。 | 

证 ” (i) 设 E/ 是 的 一 个 韭 零 子 模 ， 则 因 E/ 也 是 五 的 一 个 
非 老子 模 ， 就 有 -4 天“ 关 0. 故 天 是 4 的 本 质 扩张 。 

设 F' 是 了 的 一 个 非 零 子 模 ， 则 先 有 AANA 0。 但 EE 三 4， 
故 ENAF/ 0， 因 此 是 E 的 本 质 扩张 . : 

(11》 设 fF/ 是 的 非 零 子 模 ， 则 ENF'， 是 玉 的 非 零 子 模 ， 故 
ANCENEF 0。 从 而 4N Fw0。 因 此 是 4 的 本 质 扩 张 . 

定理 7.13” 设 M, 入 是 两 个 左 R- 模 , 且 9; M 一 >N 是 左 R- 同 
构 脆 射 。 若 内 是 .4 的 本 质 扩张 ， 则 六 是 p(4) 的 本 质 扩张 。 

证 ” 设 矿 是 六 的 一 个 非 零 子 模 。 命 =p 1(WV)={xEM | 
g(x) EW}， 则 是 村 的 一 个 非 零 子 模 ” 从 而 4n <0。 故 有 
0 三 aE ANTV, 于 是 0 二 g(a) Em@9(4A) 们 WV ,因此 ww(A4) N10， 

所 以 六 是 pg (4) 的 本 质 扩 张 . 
推论 7.2 ” 设 4, 吃 是 两 个 左 开 - 模 ， 且 4 兰 B。 若 4 没有 真 本 
质 六 张 ， 则 8 也 没有 真 本 质 扩 张 ， 


本 
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证 设 N 是 B 的 一 个 本 质 扩张 ， 则 4 有 一 个 扩张 履 使 得 六 到 
M 有 一 个 左 尺 - 同 构 上 映射 % 满 足 %(B) = 4。 于 是 由 定理 7.13 知 M 
是 4 的 本 质 扩张 ， 从 而 M = 4。 故 N= B。 因 此 B 没 有 真 本 质 
扩张 

现在 我 们 给 出 内 射 模 的 又 一 种 刻 划 ， 即 有 下 面 定理 . 

定理 7,14 左 RR- 模 4 是 内 射 模 ， 当 且 仅 当 4 没有 真 本 质 
扩张 

证 设 4 是 内 射 左 R- 模 ,车 E 是 4 的 一 个 本 质 扩张 ， 则 因 任 
何 模 的 内 射 子 模 必 是 其 一 个 直 和 项 ， 故 有 一 个 子 模 N 使 E= 4 
@N， 和 于 是 4nN= 0， 从 而 N= 0， 因 此 EE= 4， 故 4 没有 真 
本 质 扩张 。 

反之 ， 设 4 没有 真 本 质 扩张 。 因 为 每 一 个 模 都 有 内 射 扩张 
故 可 设 左 尽 - 模 巨 是 4 的 一 个 内 射 扩 张 。 我 们 来 证 明 已 有 一 个 子 模 
NN 使 = 4@N， 从 而 即 可 知 .4 是 内 射 模 。 为 此 ， 命 

= { 丰 1X 是 巨 的 子 模 ， 且 4nX= 0). 

因为 0EO， 故 2 不 空 。2 对 于 集 的 “= ?当然 成 为 偏 序 集 。 若 

(X-1zEJ) 是 9 的 一 个 有 序 子 集 ， 则 易 知 .U XX。 EQ， 且 UX。 


是 {XolceEy) 在 2 中 的 一 个 上 界 。 故 9 有 极 大 元 素 。 命 N 是 只 的 
一 个 极 大 元 素 ， 则 首先 有 4@N。 


A> 及 E>E/N, 其 中 po 是 自然 同 态 映 射 ， 有 左 

R- 映 射 
Df. A—SE/N. : 

因为 当 x Ekerpi 了 时 , pi (x) =0, 故 x+ 必 =0,， 于 是 xE4nN， 
从 而 x= 0， 因 此 0 是 单 射 。 

不 难 证 明 E/N 是 impi 的 本 质 扩 张 、 事实 上 ， 设 S/N 是 E/N 
的 一 个 非 零 子 模 ， 其 中 S$ 是 EE 的 子 模 , 则 S 刁 入 .因为 N 是 9 的 一 个 
极 大 元 素 ， 故 4n3< 关 0。 命 xE4nhos， 且 xs 二 0。 因 为 4nmN 
= 0， 改 xEN。 于 是 有 0 在 x+NE S/N, 且 xt+N = pi(x) 
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Eimpi， 从 而 impi 站 S/N 二 0。- 故 E/N 是 impi 的 本 质 扩张 ， 
因为 impi 衬 4， 而 4 没有 真 本 质 扩张 , 故 由 推论 7.2 知 1mPpi 没 

有 真 本 质 扩张 。 因 此 impi= E/N。 从 而 pi 是 左 R- 同 构 映 射 . 

”到 此 容易 证 明 已 = A4@N，. 这 是 央 为 当 e EE 时 ， 由 e+NE€ 

上 E/N， 就 有 G4 € A 使 e+ N= pi(a)=a+t+N， 故 e -a= vy EN, 从 
而 e=a+yE-4 田 六 .所 以 下 = 4 田 N。 由 于 二 是 内 射 横 ， 故 4 是 
内 射 模 ， : / 
若 左 民 - 单 射 六 4 一 >B 使 得 imf 是 B 的 一 个 本 质子 模 ， 则 称 
f 是 一 个 本 质 左 R- 单 射 . z 

推论 7.3 左 R- 诬 4 是 内 射 模 ， 当时 低 当 每 一 个 本 质 在 人 单 
射 f; 4 一 > 都 是 同 构 映射 . 

证 设 4 是 内 射 左 R- 模 ， 则 4 没有 真 本 质 扩 张 。 若 f, 4 一 > 
广 是 本 质 左 R- 单 射 ， 则 半 是 imf 的 本 质 扩 张 ， 因 为 imf 兰 A4， 故 
imf 没 有 真 本 质 扩张 ， 因 此 imf = 六 ， 所 以 f 是 同 构 映射 。 

反之 ， 设 每 一 个 本 质 左 民 - 单 射 /. 4 一 > 都 是 同 构 映射。 
若 左 尺 - 横 朵 是 4 的 一 个 本 质 扩 张 ， 则 f; 4c->M 是 本 质 左 R- 单 
射 ， 故 7 是 同 构 喘 射 。 从 而 M = 4， 因此 4 没有 真 本 质 扩张 。 所 
以 4 是 内 射 模 。 

”由 Z 不 是 可 除 左 Z- 模 已 可 知 Z 不 是 内 射 左 Z- 模 。 而 根据 定 
理 7.14， 又 可 从 左 <- 模 人 有 真 本 质 扩张 Q 推 知 Z 不 是 内 射 左 
Z- 模 , 

由 定理 7. 12 知 , 当 左 RR- 模 下 是 左 R- 模 4 的 一 个 本 质 扩张 时 ， 
下 的 任意 一 个 子 模 ， 只 要 它 包 含 4， 就 是 4 的 一 个 本 质 扩 张 。 因 
此 我 们 自然 希望 得 到 一 个 模 的 尽 可 能 大 的 本 质 扩 张 . 

定义 7.6 设 左 R- 模 上 是 左 有 R- 模 4 的 一 个 本 质 扩 张 。 若 4 的 
本 质 扩 张 了 二 上 时 必 有 = 上， 则 称 是 4 的 一 个 极 大 本 质 扩张 

我 们 先 证 明 下 面 引 理 。 

引 理 7.2 ” 设 左 R- 模 上 是 左 R- 模 A 的 一 个 内 射 扩张 。 命 

={ 和 XI 天 是 五 的 子 模 ， 刁 三 4, 旦 和 是 4 的 本 质 扩张 }， 则 9 
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对 于 集 的 “全” 成 为 仿 序 集 ， 且 人 有 极 大 元 码 ， 并 且 2 的 任 -要 
大 元 素 都 是 4 的 一 个 极 大 本 质 扩 张 。 

证 因为 4€E0f8， 故 不 空 。 对 于 集 的 《和 ”3 当然 成 为 含 

闻 华 ， 设 【7 E 门 是 的 一 个 有 序 子 集 ， 则 利用 定理 7. 11 容 易 


证 明 U 已 是 { 瑟 ;17 Ey} 在 9 中 的 一 个 上 界 。 故 据 Zorn 引 再 知 0 


有 极 大 元 素 ， 
匹 /是 2 的 任 一 极 大 元 素 ， 则 Et 当然 首先 是 4 的 一 个 本 质 
扩张 。 我 们 来 证 明 吾 /是 .4 的 一 个 极 大 本 质 扩 张 。 为 此 ， 只 要 证 
明 ， 当 M 是 4 的 一 个 本 质 扩张 且 MM 二 EE 时， 必定 Ei = M， 
因为 巨 是 内 射 模 ， 故 首先 可 以 补 成 交换 图 


EC 一 一 一 


E*: 


其 中 补 出 的 2 是 左 开 - 山 射 。 于 是 由 ?1 “1 先 避 知 有 ye) =e 
Ye' EE 从 而 又 有 @(E/) = 五 /。 

不 难 证 明 g 是 单 射 。 事实 上 ， 内 为 可 是 4 的 本 质 扩张 ， 而 EE? 
是 邓 的 子 模 且 互 / 三 4， 故 由 定理 7.12 知 4 是 已 /的 本 质 扩 张 。 于 
是 由 定理 7.11 知 ， 当 x EMMH 且 x 起 0 时 ， 恒 存 在 r € R 使 rx E 了 7, 且 
rx 志 0。 人 队 而 g (rx) =rx 所 0。 因此 rp(x) 扩 0， 故 0(x) 六 0， 所 以 
0 是 单 射 。 

这 样 ，2: 放 一 >imgp 是 同 构 上 映射、 因为 如 是 4 的 本 质 扩张 ， 
故 由 定理 7.13 知 img 是 gp (A) 的 本 质 扩张 . 但 gC(4) = A4， 故 img 
是 4 的 本 质 扩 张 。 又 因为 明显 可 知 img 之 E/， 故 由 EE/ 是 0 的 航 
大 元 素 知 lm = 上 。 于 是 当 x EM 时 ， 由 于 g(x)=e’*E8B8'， 且 
gp(le')=e/!/， 故 X=e’ Ekl， 从 而 MM= EI。 因此 无/ 是 4 的 一 个 
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极 大 本 质 扩张 . 
因为 每 一 个 模 都 有 内 射 扩张 ， 故 由 这 个 引 理 立刻 得 到 下 面 的 
推论 ， 


推论 7.4 每 一 个 左 有 R- 模 都 有 极 大 本 质 扩张 . 
存 一 个 模 的 一 个 扩张 既是 内 射 扩张 ， 又 是 本 质 扩 张 ， 则 这 个 
扩张 叫 内 射 本 质 扩 张 。 我 们 证 明 下 面 定理 ， 
定理 7.15 设 左 R- 模 上 是 左 R- 模 4 的 一 个 扩张 ， 则 以 下 条 
件 等 价 ， 
(1) 上 是 4 的 极 大 本 质 扩 张 ， 
(11) 上 是 4 的 内 射 本 质 扩张 ， 
(iii) 包 是 A 的 极 小 内 射 扩 张 ， 
证 (i) 一 > (ii)。 设 EE 是 4 的 极 大 本 质 扩张 。 车 下 是 EB 的 一 
个 本 质 扩张 ， 则 由 定理 7. 12 知 刁 是 4 的 本 质 扩 张 。 于 是 已 = 万 ， 
改 蕊 设 有 真 本 质 扩 张 ， 因此 玖 是 内 射 模 。 所 以 EE 是 4 的 内 射 本 质 
4 缴 ，。 z 
QD) 一 之 (1)。 设 是 4 的 内 射 本 质 扩张 。 车 有 一 个 内 射 
子 模 上 满 吓 4SESE’ CE， 则 因 任 何 模 的 内 射 子 模 必 是 其 一 个 站 
和 项 , 故 有 一 个 子 模 E? 使 EE = E'@EY, 由 ECE 知 Er0, 但 
4n ZSI NE =0,. 这 与 《是 A 的 本 质 扩 张 ? 予 盾 。 故 EE 是 4 
时 极 小 内 射 扩 张 。 
(10) 一 > (i)。 设 请 是 4 的 极 小 内 射 扩张 。 命 
人 = { 久 | 久 是 E 的 子 模 ， XX 二 A, 且 对 是 4 的 本 质 扩张 }, 
则 由 引 理 7.2 知 对 于 集 的 “ 己 ” 成 为 偏 序 集 ， 且 Q 有 极 大 元 素 ， 并 
且 42 的 任 一 极 大 元 内 都 是 4 的 一 个 极 大 本 质 扩张 ， / 
今 设 E' 是 9 的 一 个 极 大 元 素 ， 则 EE' 是 .4 的 极 大 本 质 扩张， 
于 是 由 (人 一 > (i) 知 EE' 是 4 的 内 射 本 质 扩张 。 故 E' 是 内 射 模 ， 
因此 由 A4SE’CE 及 E 是 4 的 极 小 内 射 扩张 知 = EE。 但 E' 是 
A 的 极 大 本 质 扩 张 ， 帮 EE 是 4 的 极 大 本 质 扩张 ， 
定义 7.7 左 R- 模 4 的 一 个 扩张 EE 满 足 定 理 7.15 的 (1)、 (ii)、 
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-iii 中 任意 一 条 峙 ， 电 做 4 的 一 个 内 射 包 络 。 
由 推论 7. 4 及 定理 7, 15， 立 刻 得 到 下 面 推论 ， 
推论 7.5 每 一 个 左 R- 模 都 有 内 射 包 络 ， 
例 7.4 .: 左 Z- 模 Q 是 左 Z- 模 Z 的 一 个 内 射 包 络 ， 
证 ”因为 Q 是 Z 的 内 射 本 质 扩 张 ， | 
我 们 可 以 证 明 ， 一 个 模 本 质 上 只 有 一 个 内 射 包 络 。 为 此 ， 欧 
证 明 下 面 引 理 . 
引 理 7.3” 设 是 左 R- 模 A 的 一 个 内 躺 包 络 。 车 D 是 4 的 任 
巧 一 个 内 射 扩 张 ， 则 存在 左 且 -单身 g; 上 一 >D 满足 g(a) = 0， 
vact.A. 
证 因为 D 是 内 射 左 R- 模 ， 故 可 补 成 交换 图 . 


C > 
4 E 


D2 

其 中 补 出 的 9 坪 左 有 -映射 。 于 是 有 9 (4)=a，YaE€ A 

因为 也是 4 的 本 质 扩 张 ， 故 当 x Ek& 且 x 二 0 时 ,由 定理 7,11 知 
存在 rE 尺 使 rxxE 4, 且 rx 志 0, 于 是 pg (rx) = rx 亏 0， 的 rg (x) 寺 0， 
从 而 pg (x) 三 0。 因此 gg 是 单 射 . : 

在 下 面 定理 隐 便 义 下 ， 一 个 模 只 有 一 个 内 射 包 络 。 
定理 7.16 设 及 D 是 左 R- 模 A 的 任意 两 个 内 射 包 络 ， 则 必 
在 在 龙 - 问 构 映 射 9: 上 一 > 满足 g(a) = 0, YaE4。 
证 出 引 理 7.3 知 可 以 补 成 交换 图 ， 

A GCC_- _ > 
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一 一 一 一 eo— 


ki re re i 站 


其 中 补 出 的 gg 是 左 且 - 单 射 ， 且 满足 g(a)=a, YaE€ A。 

因为 当 4€ 4 时 有 09= g(a) Eimg， 故 D 的 子 模 i1mg9 二 4。 因 
为 DD 是 4 的 本 质 扩张 ， 故 由 定理 7.12 知 D 是 img 的 本 质 扩张 。 因 
此 9 是 本 质 左 RR- 单 射 。 于 是 由 推论 7.3 知 9 是 同 构 映射 ， 


7.8 投射 覆盖 


本 质子 模 也 明 大 子 模 。 现 在 我 们 ?| 和 小 子 模 罗 概念。 

定义 7.8 设 4 是 左 尺 - 模 ， 必 是 4 的 一 个 子 模 。 奋 当 4 的 子 
模 上 使 V+ 上 = 4 时 必定 有 上 = 4， 则 称 祥 是 4 的 一 个 小 子 模 ， 记 
作 久 <</A， 

明了 迹 知 零 子 模 是 小 子 模 ， 

类 似 于 模 的 内 射 包 络 的 概念 ,我们 引入 模 的 投射 履 间 的 概念 

定义 7.9 设 4 是 左 尺 - 模 。 奉 投 射 左 R- 模 人 及 左 R- 满 射 f 
一) A 使 得 kerf 之 P， 则 称 (P, 了 有) 是 4 的 一 个 投射 履 益 ， 简称 
大 是 4 的 一 个 投射 覆盖 。 

由 定义 可 知 ， 碟 R- 模 4 是 投射 模 ， 当 且 仅 当 A 本 身 是 A 的 一 
个 投 别 禾 次 。 z 

对 于 任意 环 尺 ， 每 一 个 左 尺 - 模 都 有 内 射 包 络 。 但 未 必 每 一 
个 左 有 - 模 都 有 投射 覆 次 ,例如 , 左 4- 模 Z7(22Z) 就 设 有 投射 覆 让 。 
后 面 的 习题 将 指引 读者 自己 去 证 明 。 


3$8 .平坦 模 


8.1 平坦 模 的 定义 


折射 模 概 念 是 自由 模 峰 念 的 推广 ， 内 射 模 概 念 是 投射 模 冉 念 
的 对 侦 构 念 。 当 且 仅 当 函 子 Homs(P, - ) 正 合 时 ， 书 是 投射 去 
RR- 模 ; 当 且 仪 当 哨子 Homa(-- ,EE) 正 合 了 时， 是 内 射 左 R- 模 。 
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现在 我 们 给 出 下 面 定 义 。 

定义 8.1 设 4 是 右 展 - 模 。 若 国 子 4Gs 是 正 合 的 ， 则 称 4 是 
一 个 平坦 右 尺 - 模 。 | | 

因为 对 于 任意 右 R- 模 A4， 潜 子 As 总 是 右 正 合 的 ， 故 有 RR- 
模 《 是 平坦 模 ， 当 且 仅 当 对 于 任何 左 R- 单 射 f;, 关 一 YY， 必定 
1gF 4AOaX 一 > A@sY 是 Z- 单 射 。 

容易 知道 ， 若 4 是 平坦 右 尽 - 模 ， 右 R- 模 XX 与 4 同 构 ， 则 XX 
也 是 平坦 右 尺 - 模 。 

同样 ， 当 函 子 凶 aB 正 合 时 ， 定 义 B 是 平坦 左 及 - 模 , 


8.2 直 和 与 诸 直 和 项 的 平坦 性 之 间 的 关系 
直 和 的 平坦 性 与 诸 直 和 项 的 平坦 性 之 间 有 密切 的 联系 。 我 们 
定理 8.1 设 {14 REK } 是 一 集 厂 RR- 模 ， 则 中 4 是 平坦 模 ， 
当 且 仅 当 每 一 个 4 都 是 平坦 模 。 
证 设 f. 六 一 >Y 是 任意 左 R- 单 壬 我 们 用 1 表示 四 4 的 
但 等 映射 ， 则 全 4 是 平坦 模 ， 当 且 仅 当 1Wf 是 羊 射 。 我 们 用 
1 表示 44 的 恒 等 映 射 ， 则 .A 是 平坦 模 ， 当 且 仅 当 1:6f 是 单 射 。 
合作 是 4:69s 芒 到 © (A ) 的 入 射 ，L 是 4scoasy 到 


D (AaY) 的 入 射 ， 则 可 唯一 地 补 成 交换 图 ， 


D(A, BrT) “mmm mT ~ D(A arr) 
kk . 时 kr ,VAEEK 
人 GO 这 


其 中 补 出 的 g 是 志 - 脆 射 ， 
又 ,由 定理 5.6 知 存在 唯一 的 4- 同 构 映射 
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px: (D AIOrX—> BD (AQ1X) 
视 足 
(1 Qs Qs, “Ox 上 一 > (…， a:00 x, "ys CiC9x， … 
通过 简单 的 直接 验证 即 知 下 图 交换 ; 


(@® 4,) OX >(@® A) OY 
pr z Pr 
图 (4, Ba X) 一 ”> @ AO1Y) 
因此 ，1@F 是 单 射 ， 当 且 仅 当 g 是 单 射 。 但 是 由 gp 加 = 
191)，YREK， 可知 g 是 单 竺 ， 当 且 仅 当 每 一 个 1,:97 
都 是 单 射 ， 故 图 4, 是 平坦 模 ， 当 县 仅 当 每 一 个 .4 都 是 平坦 模 . 
8.3 平坦 模 与 投射 模 之 间 的 关系 


首先 我 们 证 明 下 面 定理 . 
定理 8.2 RR 是 平坦 右 RR- 模 ， 
证 由 例 2.10 知 6s 与 R-mod 到 RR-mod 的 恒 等 函 子 自然 等 


价 ， 有 交换 图 ， 
ROsX — E>X 
1@/ | ， Vy XY 
ROaY — >Y 


其 中 tx 及 ty 都 是 <- 同 构 喘 射 。 因 此 ， 当 了 是 左 尺 - 单 射 时 ， GO 
是 单 射 。 故 尺 是 平坦 右 尺 - 模 。 

由 这 个 定理 立刻 可 以 得 到 下 面 两 个 推论 . 

推论 8.1 月 由 模 是 平凡 模 ， . 

证 设 人 是 自由 右 有 R- 模 ， 则 有 基数 a 使 玉兰 R'“'， 于 是 由 定 
理 8. 1 及 定理 8.2 知 修 是 平 塌 模 ， 

推论 8.2 ”投射 模 是 平坦 模 ， 
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一 一 一 一 一 一 一 下 


证 设 P 是 投射 右 R- 模 ， 则 有 一 个 自由 右 R- 模 下 及 下 的 一 
个 子 模 N 使 = P@N。 故 P 是 平坦 横 . 


8.4 平坦 模 的 正 问 极 限 


关于 平坦 模 的 正 向 极限 ， 有 下 面 定 理 . 

定理 8.3 设 (K, 志 ) 是 一 个 正 向 拟 序 集 ，{ A,,91} 是 mod- 民 
中 以 天 为 指标 集 的 一 个 正 向 系统 。 若 每 一 个 4; 都 是 平坦 模 ， 则 
lim 1m 4, 赴 平 卉 模 ， 


证 设 f; XY 一 >Y 是 任意 左 R- 单 射 ， 我 们 来 证 明 1@f 是 单 
里， 这 里 1 是 im im A 的 但 等 映射 . 


因为 {4,91 0 是 开 到 mod- 尺 的 共 变 函 子 ，@as 开 及 @asY 是 
mod-R 到 mod-Z 的 共 变 函 子 ， 而 两 个 共 变 函 子 的 积 是 共 变 示 
子 ， 故 首先 得 到 mod-< 中 以 为 指标 集 的 两 个 正 向 系统， 

CA:@aX ,YY) 其 中 y= pI@1x，vh<j 

{4,COaY ,03}, 其 中 4 = ;C91z， VY kJ. 

因为 每 一 个 4 都 是 平坦 右 并- 模 ， 故 得 到 一 集 右 尺 - 短 正 
合 列 


1,.0f 


0 — > AsX 一 > :CORY 
AOaY /im (1,67) —>0, vy 9, vyhek, 
其 中 pj 是 明 然 同 态 映 射 。 


现在 我 们 要 以 上 述 短 正 合 列 中 的 A,C9aY /im(1.6@7) 为 基础 
来 作 mod-Z 中 以 天 为 指标 集 的 第 三 个 正 癌 系统 。 为 此 ， 先 命 


Ci= ACOarY /1m(1.07), VREK. 


因为 对 于 任何 cs € 4 ，xEX4， 当 Rs 了 时， 有 00 1 
(aa04 JX)} = 0; (0 ; OOg1， - (1.0907) (a, CO Xx) = 一 (1;C0F) (; (Ga,) COx) 十 
im (1 人 六 = 0, 帮 im 四 六 ESkeroib。 于 是 可 以 唯一 地 补 成 交 
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Te se 


的 图 . 
por AORY 


z py z 
六 区 ej VY ke, 


ADaY! im(1@/) . 


其 中 补 出 的 是 Z- 上 映射. 
容易 验证 ， 当 Rj 所 i 时 ，6 i164= C3 故 {Cs, 6} 是 mod-Z 
中 以 K 为 指标 集 的 一 个 正 向 系统 
现在 命 1, = 1,09f, ss = Di ykREK, 易 知 有 交换 图 ， 
A.COrX — > AY 
ys 9+ 
-LiC08 有 -> A 多 
A,COaY 一 一 > C， 
“ ; 6 Y R< 7 
Y sy 
A;COaY ———>C;) 9 
故 tf. {AaX, p> {A Y, 0}Rs. {A,COaY , 0;}—> 
{C53} 区 是 自然 变换 。 
因为 对 于 每 一 个 RE 天 ， 有 Z- 短 正 合 列 
0 — > A.COsX > 4 一 >C > 0 多 
故 由 定理 5.11 知 有 Z- 短 正 合 列 


0 一 >tim(dQaT) 一 >lim(d 7) > 
-一 > 一 -一 > 
limC 一 一 > 0 各 
一 -一 和 
因此 +t 是 单 射 
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由 推论 5.5 知 @a 久 保持 正 向 极限 (lim 4 Ge X=lim (4 
C9 六)。 根 据 定理 2.3 及 其 证 明 ， 可 知 这 就 是 ， 设 (lim 4,,Q4} 是 
(49 和 的 正 同 极 限 , {lim ( ACO 8 ), 有 是 {14COz 人 入 ， 从 } 的 下 
同 极限 ， 则 可 唯一 地 补 成 交换 图 


fim 七) 


| 
-SN 7 ykEK 
4 人 


其 中 补 出 的 ox 是 Z- 同 构 映 射 ， 
由 定理 5. 9 知 lim 4 由 4 的 总 义 匈 该 定理 :ae 4, 一 -> 
人 Asy/S 是 ds-> hi(a1) 十 必 ， 共计 办 是 和 4 到 名 CP) nD) A, 内 入 对 。 同 
样 ， lim ( ACOaX) = 图 044@2)/T,T 的 意义 风 该 定理 ;， Pl: 
A AOaA)/T 是 zs FF> pa(z0+7T， 其 中 心 是 
OnX 到 ® 《43 的 入 射 再 由 定理 5. 10 知 ， DAS = 
{A, (Cas) Sa cd hEKY, 
于 是 由 ox(cascolr) = Bi, YRE 开 可 知 , 当 ao EL4xEX 时， 
人 cx(cscolr) (aox) = (cx)， 从 而 有 
xi(ai) + SX) = Ha.60x) +T, VvhREK. 
同样 ， lim (A,CaY) = 由 (4 的 时 )/ 太 , 并 设 思 是 4 
到 D(A,69al ) 的 入 射 ， 则 qa, A4,, y EY 时 ， 有 
Or (hilas) + OV = (0 tHW, vkhkER, 


现在 容易 证 明 下 图 交换 ， 
tcof 


(lim 4 0 一 ->(im 4 
—> -一 > 
Ur Uy 
We Y 


lim (AiX). lim( 4) 。 
— 3 一 一 一 一 关 
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这 和 契 因 为 当 a， EA,, x EC 时， 有 


to (a,) + S) Ox) =f (Ls (GQOX) + 7) 
= nit (9 Ox + HH 
= 7 (909f (x)) + WW, 
Or (1C7) (Ca ) + S$)Cx) = or((h, (0,) + S)OF (x)) 
= 7 (G0F (xX)) + IHW, 


于 是 由 于 了 是 单 射 ， 且 cx，ovy 都 是 Z- 同 构 映 射 ， 故 1QF 是 
单 射 ， 因 此 Iim 4, 是 平坦 模 ， 

由 这 个 定理 可 以 得 到 下 面 两 个 推论 . 

推论 8.3 ”车 尺 是 交换 整 环 ， 则 其 分 式 域 Q 是 平坦 右 尺 - 模 . 

证 “由 例 2.17 知 Q = lim 已 ,， 其 中 每 一 个 严 ,都 是 右 尺 - 模 Q 的 


非 过 循环 子 模 ， = x;R, 0sx%EQ。 因 为 玉 是 交换 整 环 , 故 已 , 衬 
全 征 平坦 在 全 - 错 。 因 此 CQ = 1im im 是 平 坦 右 R- 模 . 


由 这 个 推论 知道 ， 是 平坦 右 Z- 模 ， 
推论 8.4 右 右 R- 模 4 的 每 一 个 f.g. 子 神 都 是 平坦 模 ， 则 4 
证 由 鲍 2.15 及 定理 8.3 即 得 。 


8.5 模 的 平坦 性 与 其 特征 标 模 的 内 射 性 之 间 的 关系 


我 们 将 通过 一 -个 模 的 特征 1 标 模 的 内 射 性 来 判断 此 模 的 平坦 
性 。 为 此 ， 先 引入 两 个 概念 ， 并 证 明 三 个 引 理 . 

定义 8.2 设 8 是 右 R- 模 。 合 

B*= Hom;, (8B, Q/2Z), 

则 B* 是 左 R- 横 ， 它 叫做 B 的 特征 标 模 。 

定义 8.3 ” 设 4 是 左 有 R- 模 车 对 任意 非 零 左 R- 模 外 及 任意 
0 三 XC€ 计 ， 恒 存在 左 R- 上 映射 f, XX 一 > 4 满足 f(x) 志 0， 则 称 《 是 
RR-mod 的 一 个 上 生成 对 象 ， 


引 理 8.1 Q/Z 是 Z-mod 的 一 个 上 上 生成 对 象 ， 
证 设 开 是非 霉 左 Z- 模 ，xEX, 且 x 二 0。 


若 x 的 阶 =co， 则 命 9, < 一 >Q/Z 是 hx-> 人 +Z 
时 ，9 是 左 Z- 映 射 。 因 为 Q/Z 是 内 射 却 Z- 模 ， 故 可 补 成 交换 图 ， 


其 中 补 出 的 是 左 Z- 映 射 ， 且 f(x) =p(x)= 志 +Z*0。 
若 * 的 阶 =n， 则 命 p:Zx 一 >Q/Z 是 hxi-> 上 +Z， 则 同 


样 得 到 一 个 左 5- 映 射 f: A 一 >Q/z 满足 (0. 故 Q/ < 是 
Z-mod 的 一 个 上 上 生成 对 象 。 


引 理 8.2 0 一 >4- >B 下 >C- 一 >0 是 右 RR- 短 正 合 列 ， 当 


上 且 仅 当 0 一 >C*- >5e > A4* 一 >0 是 左 R- 短 正 合 列 . 


证 车 0 一 >》A-1>B >C 一 >0 是 右 R- 短 正 合 列 ， 则 因 


Hom;,(-— 9 Q/Z) 是 正 合 的 ， 故 0—>C* E> Be 二 > A*— > 0 


是 无 R- 短 和 焉 合 列 。 

反之 ， 设 0 一 >C* >B* 一 >4de >0 是 左 尽 - 短 正 合 列 ， 

落 7 不 是 单 射 , 则 有 0<sa6E4 使 Fo) = 0. 因 为 Q/Z 是 Z-mod 
的 一 个 上 生成 对 象 ， 故 有 左 Z- 映 射 0，A 一 ->Q/Z 使 o (a) 0. 
因为 1 是 满 身 ， 故 对 oC A*, 有 60EB* 合 o=f*(0)=o0f。 于 是 
o (a) = 6f (a) = 0。 了 矛盾 ， 

若 g 不 是 满 射 ， 则 有 c EC cE€img， 于 是 有 左 -了 瞻 射 z:， 
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L /mg 一 ->Q/LZ 使 rz(c+imgy 冯 0. 命 07/ C— SC/img 是 日 然 
同 态 映射 , 则 ro EC*， 因 为 pg=0， 故 g*(rp')=0。 从 而 
rp Ekerg"=0， 因 此 trc+img) = Tp (c) = 0。 逆 盾 ， 
车 im 了 生 kerg， 则 gf 不 0， 于 是 有 a € 4 使 gj (qa) 志 0。 故 有 
左 Z- 上 映射 9;: C 一 >Q/Z 使 (ga)) 大 0. 因此 ggf 丰 0。 从 而 
fe*(9) 计 0， 这 导致 /*g* 款 0. 矛盾 
最 后 ， 若 kerg 生 imf， 则 存在 6Ekerg 有 是 65Eimf， 于 是 在 
在 左 Z- 喘 射 p，B/imf 一 >Q/Z 使 W(t+imf) 寺 0, 命 p: B 一 -> 
B/imf 吓 自然 同 态 上 映射 ， 则 gp EB*， 且 pC(6) = (0+imf) 寺 0. 
但 是 pf - 0， 故 pof=0， 从 而 fF*(8p)=0， 因 此 Wo Ekerf*= 
于 十 有 5 EL "使 p=g"(6) = Lg. 这 样 就 导致 gp(5) = 
th) =0。 矛盾 ， 
因此 0 ->》4 BC_ 0 是 在 及 知 正 全 弄 
5 引 理 8.3 设 B 是 (9,R) - 双 模 ， 且 妃 作 为 右 尺 - 模 是 平坦 
模 。 知 C 是 内 射 左 S- 模 ， 则 Homse (B,C) 是 内 射 左 R- 模 ， 
证 首先 Homs (B,C) 是 左 R- 模 。 为 证 它 是 内 射 模 ， 人 要 证 
表 国 子 Homa(- ,Homs(B,C)) 是 正 合 的 ， 
由 定理 5. 8 知 萌 子 Homs (一 , Hom;(B, 0)) 与 Hom, (Bo ， 
L) 自 然 等 价 。 因为 Homs (Br,C) = Homs(-，C) 而 
Homa( 一 ,CC) 及 B 的 :都 是 正 合 的 ， 故 易 知 Homs (BOs,C) 是 正 
合 的 , 从 而 易 知 Homs(- , Homs(B, C)) 是 正 合 的 ， 故 Homs(B， 
C) 是 内 射 碟 只 - 横 ， 
现在 我 们 给 出 通过 一 个 模 的 特征 标 模 的 内 射 性 来 确定 此 债 的 
平坦 性 的 判断 准则 。 有 下 面 定理 ， z 
定理 8.4 右 R- 模 8 是 平坦 寞 ， 当 且 仅 当 B* 是 内 射 左 尺 - 模 ， 
证 车 B 是 平坦 模 ， 则 因 B 是 (Z,R)- 双 模 ，Q/Z 是 内 射 左 
<- 模 ， 故 据 引 理 8. 3 知 89 = Homy(B, Q/Z) 是 内 射 左 有 R- 模 ， 
反之， 设 B* 是 内 射 模 。 为 证 8 是 平坦 模 ， 命 f， 针 一 >Y 是 
任意 左 R- 单 射 ， 只 要 证 明 1@f，B@OX 一 >B@rY 是 单 射 。 


ho Lr 一 一 
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一 


因为 (Bs, Homz (B, --)) 是 附加 对 ， 故 有 交换 图 . 
Hom;z (BO@sX, Q/Z) 一 一 >Homs(X, Homz(B, Q/2)) 
| (G81) : | : 
Hom (B@sY, Q/Z) _ >Hom,(Y, Homa(B, Q/Z)), 
其 中 rt 及 0 都 是 Z- 同 构 映 射 。 
因为 B*= Homz(B,Q/Z)， 故 此 交换 图 由 是 下 面 的 交 
BC) >Hom:(X, B*) 
Gf) | ja 


(BOAY)*—— >Homa(Y, B*) 
因为 Homa(-，B*) 正 合 ， 故 1* 是 满 射 。 这 样 ， 我 们 先 证 
得 〈1@ 亡 "是 请 射 。 


为 了 最 终 证 得 1e97 是 单 射 ， 我 们 来 证 明 


0 >DQ 一- B@aY— BY /im 一 >0 


( 甲 》 
是 短 正 合 列 ， 其 中 p 是 自然 同 坊 映射 
根据 引 理 8.2， 只 要 证 明 


0 一 (6Go7/imdG@A 一 (8Bo)。 
GO > ——>(BOrX)*— >0 ( 乙 ) 
是 短 正 合 列 。 
因为 BQX > BO > FFO7/indoh 一 >9 
总 是 正 合 列 ， 而 Homz(-，Q/Z) 总 是 左 正 合 的 ， 故 先 可 知 
0- >(BQT /im 1 一 人 (8B@)， 
(1@A) UO peo XI 
总 是 正 合 列 ， 但 刚才 已 证 明了 (1@ 放 "是 注射 旗 《 乙 ) 是 短 正 合 
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列 。 从 而 〈 甲 ) 是 短 正 合 列 。 因 此 1CO 是 单身 所 以 B 是 平 
根据 这 个 定理 ， 我 们 可 以 得 到 模 的 平坦 性 的 一 个 判断 准则 ， 
它 和 模 的 内 射 性 的 Baer 判 断 准则 十 分 相似 。 吕 有 下 面 定 再， 
定理 68.5 右 R- 模 是 平坦 模 ， 当 且 仅 当 对 于 环 R 的 每 一 个 
fg. 左 理想 1 及 p; 1- 了 RR 必定 16p; BOa1 一 > BOanR 是 单 射 ， 
证 车 B 是 平坦 模 ， 则 对 环卫 的 每 一 个 f,g, 左 理想 7 及 p; 7 
FIR， 当然 1Op: BO 一 了 BOaR 是 单身 
反之 ， 设 对 于 环卫 的 每 一 个 f.g. 左 理想 1 及 p: /1 二子 R， 必 
定 16p: Ba1 一 > BOaR 是 单 射 。 为 证 8 是 平坦 模 ， 只 要 证 明 
B* 是 内 射 模 。 为 此 ， 设 1 是 环 R 的 任意 一 个 左 理想 ,并 设 f. 1 一 > 
下 "是 任意 左 忆 -上 映射， 我们 要 证 明 可 以 补 成 交换 图 ， 


TC >、R 


; -” 
r 和 
f ,- 
J 
”9 
| 


Ba 


共 中 补 出 的 2 是 走 尺 -映射 。 而 这 只 要 证 明 
po"*, Homs (RR,B*)—>Hom(/1, B*) 
我 们 先 来 证 明 1@p:，， DGQs7 一 > 有 GusR 是 单 射 ， 其 证 明和 定 . 
理 8.3 的 证 明 类 似 ， | : 
命 {;|1 ET) 是 左 R- 模 {的 所 有 f.g. 子 模 。 对 于 i，j EJ， 
规定 i<j 当 且 仅 当 FF,SF， 则 (J, 声 ) 成 为 正 向 拟 序 集 。 当 
i 时， 命 9;: 了 :一 了 33， 则 由 例 2.15 知 {五 ,, gj} 是 及-mod 中 以 
7 为 指标 集 的 一 个 正 向 系统 ， 且 当 命 cl: Fic->7 时 ，{7,as} 是 
{了 ,9;} 的 正 向 极限 。 于 是 可 补 成 交换 图 ， 


其 中 一 >limFi= (@F)/S 是 0:>h(a) + S, 1 是 严 到 
名 ,的 入 射 ， 补 出 的 8 是 左 R- 同 构 映射 

由 < a) 一 xi 可知 妆 a, ED, 有 

6 (h(a) + I) = Qi 

对 了 于 i EJ， 位 Ci = 民 ， 并 对 ?去 六 合力 ; = 1x: Ci 一 > 人 则 易 
知 {Gi} 是 -od 中 以 J 为 指标 集 的 一 个 正 向 系统 。 再 命 
pi= 1a: 0 一 > 个， 则 易 知 { 怀 , B;} 是 {G,,} 的 正 向 极限 。 于 是 
可 补 成 交换 图 ， 


其 中 Bp.， Cr ,一 一 > 1imC， 一 (由 CD/ 是 Ci 一 > 1 人 CCi) 十 i， Hi 是 G ;到 
人 @ G, 的 入 射 ， 补 出 的 9 是 左 尺 - 同 构 映 射 
由 7p， 一 及 可 知 当 Ci EG 时 ， 有 


nN (Hi(c) 十 ) = 0 . 
对 于 每 一 个 iEJ, 命 6: 了 ,cc->G;= R, 则 易 知 i 是 {下 ,gi;} 到 
{Gis)} 的 一 个 自然 变换 , 故 有 左 尺 - 映 射 。e ， limf > limG,. 
当 a; EL 时， 有 


CN(a) +S) = p60) +T. 
于 是 先 可 得 到 交换 图 ; 
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一 Te i 
ii 一 一 一 


18e 


BOa im 一 >。 im,) 
1098 1 
好 Co i 四 18p Oo - 


这 是 因为 对 于 6;E 了 ,， 有 z 
(1C690) (108) (V0 (4 (0;) + 5S)) 
= (1690p) (5600,) = ba,, 
(GD (18E) LO Ha) + 5)) 
= (10n) OO pil Ca;) + T)) = ba,, 
因为 5 是 左 有 - 辣 构 上 映射， 由 张 量 积 的 泛 性 质 容易 知道 1695 是 
<- 同 构 上 映射。 辐 理 ， in 是 ， <- 同 构 映 射 。 故 16p 是 单 射 ， 当 


且 仪 当 189 了 是 单 射 。 
因为 BO :保持 正 同 极限 ， 故 可 补 成 交换 图 ; 
BO a limF,)— - -人 - -~ lim( Be F) 
II 7 ViE, 


BF. . 
这 里 y,: BOrt (OBO EN ) /WY 是 Zi Ei(20) + WW， ei 是 
PO ,到 中 (BC@a 下 ) 的 入 射 补 出 的 0; 是 Z- 同 构 映 射 。 

由 or (169a,) = yi; 可知 当 a, E 卫 ,时 ， 有 

Cr (CO (Ni(G) + SS)) = e0609,) + WW, 

同样 ， 有 Z- 同 构 映 射 06， BO (lim GD) —>lim (BaG,), 
Hc EG., 时 ， 有 

7 oobi(c) +T)) = 5,560) +V, 
其 中 5. 是 8@xG, 到 @ (38@:G) 的 入射 ,lim(B@:G) = @ (8 


cxcD /Vr. 
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由 于 两 个 共 变 函 子 的 积 是 共 变 函 子 ， 故 (Beltco0 六 及 
{BOaGs lc0 是 Z-mod 中 以 7 为 指标 集 的 两 个 正 加 系 统 ， 

对 于 每 一 个 4E7， 命 有 = 1@9p， BOaf 一 了 BOrG;， 去 中 
pe: R= GG， 则 易 知 t 是 1 1 到 {BOaGo 
1 的 一 个 自然 变换 。 因 为 卫 , 当然 是 环 R 的 1.g. 左 理 想 ， 长 


每 一 个 # 是 单 射 。 仿 照 定理 8. 3 的 证 明 容 易 证 得 + ,lim (B@ x，) 


一 lim(BCsG 6) 是 单 射 ， 
直接 计算 即 知 下 图 交换 ， 


PG， dimF) 8, pO (linG. ) 


人 
Up Cu 
_» 


y 
>l1im (DCoanCi)。 
-一 


lim (BCGOnF,) 
一 -> 


此 1@ 是 单 射 。 从 而 证 明了 1@9p 是 单 射 ， 
由 于 Homz (一 ,外 /Z) 是 正 合 的 ， 牙 
(160p)*, Homy, (BO R, Q/2)—> Homy (BO1, Q/Z) 
十 详 寻 。 
后 后 ， 由 于 (BCOn， Hom, (B, —)) 是 附加 对 ， 就 有 交换 图 ; 
Homz (B@:R, Q/Z)——>Homs(R, B*) 
(1 0)* rn 
Homz (B@sI, Q/Z) -一 >Homs(7, Be) ， 
其 中 tt 及 tT/ 都 是 Z- 同 构 上 映射 。 因 此 p* 是 满 射 。 到 此 ， 我 们 证 明 
了 B* 是 内 射 左 R- 柜 、 故 8 是 平坦 右 R- 模 ， 


3.6 平坦 模 的 刻 划 
本 段 将 证 明 三 ， 个 定理 ， 它们 都 给 出 了 平坦 模 的 刘 划 我 们 先 
证 明 下 面 引 理 ， 
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引 理 8.4 设 如 是 布展- 模 ，7 是 环 丸 的 左 理 想 ， 则 存在 唯一 的 
Z- 满 射 p，DBQ。 一 全 87 满足 D(GCOx) = bx， y6EB， xX C7。 
又 ， 石 契 平 翰 模 ， 则 9g 是 《- 问 构 映射 . 

证 命 f;, BxI 一 >BJ 是 (5,x) -ybx， 则 易 知 f 是 RR- 双 加 
性 国 数 。 故 可 唯一 地 补 成 交换 图 ， 


h 
“一 一 一 2Cur 


和 NN, 


Bi 


其 中 h(6, x) = 6@x， 补 出 的 pg 是 Z- 上 映射 。 易 知 9 满足 gp (6x) = 
DY， 从 而 又 可 知 p 是 满 射 ， 故 这 样 的 p 存在。 唯一 性 是 明显 的 . 

”车 B 是 平坦 模 ， 则 对 于 i, 1c>R， 当 然 1@i, B@ 1 一 > 
BWaR 是 单 射 。 由 定理 1, 20 知 存在 Z- 同 构 上 映射 p:，B@OiR 一 >B 
满足 8 (5@1) = 65， 于 是 当 5EB，x EIT 时， 有 (100i) (56609x) = 
bx = g(x)， 因 此 gpg=y(16@i)。 由 于 $8 及 1@i 都 是 单 射 ， 故 gp 是 
单 射 。 从 而 g 是 Z- 同 构 上 映射 。 

定理 8.6 设 B 是 右 R- 模 ， 且 有 一 个 右 R- 短 正 合 列 


其 中 玉 是 平坦 模 。 则 以 下 条 件 等 价 ， 
(1) BB 是 平 翰 模 ， 
(ii) 对 于 环 的 每 一 个 左 理 想 1， 恒 有 KNFI= Kl 
(iii) 对 于 环 R 的 每 一 个 f.g. 左 理想 1, 恒 有 KNFI=KI. 
证 设 7 是 环 R 的 任意 一 个 左 理想 。 首先 明显 知道 ， 恒 有 
KiICKNFI, \ 
其 次 ， 根 据 引 理 8. 4 知 存在 唯一 的 Z- 满 射 0: B@s7 一 >BI 


-aa 


一 一 -一 
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be 一 和 me er nr 一 一 ppp 一 dm "ee 


满足 8(x@y) = xy，VY x EB,yE€7, 我 们 证 明 ，9 是 Z- 辐 构 映 
叶 ， 当 且 仅 当 K 人 FTI=KI. 
站 为 四 /是 有 全 的 ， 吉 有 并 全 到 


Kar! ————> -> FPO, 1 8! POT—>0. 


不 难 证 明太 1/K1 之 B@sT .事实 上 , 因为 妃 是 平 退 模 , 故 由 引 
理 8.4 知 存在 唯一 的 Z- 同 构 映 射 p;, 产 因 地 一 >7 满 足 $x@y) 
=xy，YvxEF，yE1I。 于 是 有 Z- 满 射 (5Q@DY -5 FI 一 > 


BG@a1 因为 对 于 任何 S- 映 射 序列 X99 了 一 ">Z, 恒 有 


ker(ns) = 1(kern), 鼓 Ker((gCODY = p(ker(gt 1)) = KEI. 
因此 有 ZZ- 同 构 映射 
vy: PD/EKI)—>BOrT, 
且 魏 知 P(xyt+ KI)= g(xX) COY, Y xER, yEl, 
又 有 BlT 汪 FI/(K NPT). 事实 上 , 当 x EF，y EI 时 , g(x») 
= g(x)yE€BI, 故 g(L1)SBI。 反 之， 大 XEB;yE1， 则 因 g 是 
注射 ， 故 有 x Ef 使 X=g(x’)， 从 而 Xxy= g(x y) Eg(47)， 
因此 gfF1)= BI 命 e 是 g 在 f1 上 的 限制 ， 则 有 2- 满 和 时 g : 
FI 一 > BI1， 且 立刻 看 出 kerg' = KK 由 (FI)， 故 有 Z- 同 构 映 身 
0.BI—3 PFI)/K NEED), 
8. 另 知 6 (g (%) y) =xyt KNFI, VxEPF,yEL, 
于 是 得到 -上映 冉 
o=00y.FI/K I— yy FI/KENEL, 
日 易 和 Mo (xyt KD)D=xyt+ (KNFI), vxEF,yEL. 
因为 恒 有 大 7 了 TSK NFI， 故 知 0 是 Z- 同 构 映 射 ， 当 旺 仅 当 
1T= 大介 PFI。 但 o 是 Z- 辐 构 上 映射， 当 且 仅 当 4b 是 Z- 同 构 映 射 ， 
因此 bd 是 Z- 同 构 跨 射 当 有 旦 仅 当 KK NF 了 I=KL. 
现在 容易 完成 定理 的 证 明 、 
(i) = 一 > (ii)。 设 B 是 平坦 杰 。 者 了 是 环 R 和 用 任 沦 一 个 左 理 
要，4， BO@rl 一 >B1 是 5 [ 理 8.4 仙 定 的 Z- 满 里 ， 则 由 引 1 理 8,4 知 
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4 是 Z- 疗 构 映 射 。 故 据 刚 才 证 明 的 ， 可 知 KNFI=KIl. 
(LU 一 > (1i)。 这 十 明 下 条。 : 

(iii) 一 >(i)。 设 1 是 坏 R 的 任意 一 个 ,8g. 左 理想 ,并 设 p: 7 
一 人 六 .因为 氏 EnPT= 天 7 故 由 引 理 8. 4 确定 的 0 BO@Os1 一 >BJ 
征 忆 - 同 构 映射。 又 由 定理 1.20 知 有 Z- 同 构 映 射 +; BB 的 :RR 一 > 
有 满足 r(xG@y) =xy，Y x EB,yER。 故 立刻 看 出 有 交换 图 . 


: 1C6P 
BEk1— BR 


| / z | 
B! CC -5 


因此 1@p 是 单 射 。 故 由 定理 8.5 知 了 是 平坦 模 ， 
定理 8.7 设 B8 是 右 R- 模 ， 并 设 有 右 R- 短 正 合 列 


0 一 KK 人 人- F > B ——*0 


其 中 过 是 自由 模 ， 并 设 {x;7 EJ7} 是 的 一 个 基 ， 

当 = xia 二 XiE 天 时 rp” 生成 的 环 尺 的 堪 理想 
记 成 1(v)。 则 B 是 平坦 模 ， 当 且 仅 当 对 于 每 一 个 vEK， 都 有 
v CK 1(v)., : : 

证 设 B 是 平坦 模 ， 则 当 v= xm + … + xy,rEK 时， 
K NFeIw) = KT 由 于 ri yr, ET(v)， 故 EF ,IT(v), 
Mmmv EKNF Tv) = KT (v). 

有 反之 ， 议 对 于 每 一 个 vu€ 太 都 有 v EK。1(v)。 若 1 是 环 下 的 
任 全 一 个 左 理想 ， 则 当然 首先 有 KIEKNFI, 而 当 EK NFI 
了 时 ， 忽 知 v= xj,sit 十 xy S51， 其 中 51,…,s, ET， 数 J(v) =1, 
从 而 v EK 71， 故 KN FIT= KT。 因此 B 是 平坦 模 ， : 

定理 8.8 (Vilamayor) 设 如 是 右 尺 - 模 ， 并 设 有 右 闵 - 短 正 


88 泪 坦 模 ld 


| 8 
0 一 > 天 -> F -一 > 了 一 一 > 10 


其 中 于 是 自由 模 。 则 以 下 人 条件 等 价 ， 
(1) 8 十 平 出 模 ， 
(i) 对 于 每 一 个 vu€ 太 ， 恒 存在 右 R- 上 映射 98， 瘦 
0 (v) = v, 
Giii)》 对 于 任何 V1，…,v,E 太 ， 恒 在 在 右 R- 映 射 0 了 一 人 
天 满 足 9 (600) = ui = 1 …, 1。 
”证 先 设 {xj|j Ey} 是 F 的 -一 个 基 . 
Gi) = 一 > (ii)。 设 B 是 平 岂 模 , 则 当 v=xyrit + xjyrnEK 
7， 必 有 v EK+1(V). 故 易 知 可 设 v = Wari 十 十 if 其 中 2 cK, 
i=1,…,t。 现 在 命 9; LXi17 ES} 一 六 大 是 Xj yi= 1 
t， 其 余 x; 厂 >0， 则 存在 石 R- 上 映射 9, 一》 不 注 是 0 C(x,) = yy， 
f= 1,… ,ft， 帮 0 (v) = vw 
409) 过 (01D)。 当 n=1 和 村 已 经 成 并， 设 对 hn 一 1 成 并 ， 
现在 设 zi vsE 天 , 则 对 o.E 开 ， 存 在 右 尺 - 肌 射 和 :天 一 人 > 
上 满足 0,(v,) =v,。 命 
: DUO i=1,.,7n—1, 
则 据 归 纳 假 定 知 存在 右 R- 上 映射 48/; 下 一 >K 满足 妈 (v1) =v,, 
1=1,.…,7—1, i 
现在 命 
0, FF— SK 
twit—>0,(w) + 0 (wo— 0.(w)), 
则 免 知 0 是 古代- 映射 ， 且 满足 0(o) =v;，i= 1 …, 7 
QI = 一 (0)。 当 v=xjirnit + Xr€ 太 时， 由 于 存在 右 
-映射 :下 一 > 大 满 是 6(v)=v， 玩 v= 09(xy)ri+…+ (xj)r， 
《AL oo)。 央 此 如 是 平坦 模 。 


> 太 满 足 
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$9 有 限 相关 模 


本 1 介绍 一 种 重要 的 f.8 . 模 ， 即 有 限 相 关 模 ， 


9.1 有 限 相 关 模 的 定义 : 

对 于 任意 一 个 f.g. 右 R- 模 4， 恒 存在 一 个 f.g. 自由 右 RR- 模 
斑 及 一 个 右 有 R- 满 射 p: 一 -> 4。 但 是 我 们 不 能 断言 kerg 一 定 是 
f.g. 模 。 自 然 引 起 人 们 考虑 这 样 的 问题 ， 对 于 什么 样 的 f. g. 有 
R- 模 4， 当 g: M 一 >》 A 是 右 R- 满 壬 且 放 是 f.g. 模 了 时， 必定 kery 
是 f .£。 模 ? 

我 们 引入 下 面 定义 ， | 

定义 9.1 设 B 是 右 R- 模 。 若 存在 一 个 左 R- 正 合 列 

Fi 一 FF ->B— >0, 


其 中 已 :及 已 都 是 六 .g. 自由 右 R- 模 ， 则 称 8 是 - 一 个 有 限 相关 模 ， 
由 定义 可 知 ， 有 限 相 关 模 必 是 f.g. 模 ， 
9.2 模 是 有 限 相关 模 的 条 件 
定理 9.1 右 R- 模 B 是 有 限 相关 模 ， 当 且 仅 当 存在 一 个 右 R- 
短 正 合 列 
OSK- />F >B 0, 
其 中 是 f.g. 自 由 模 ，K 是 f.g. 模 。 
证 ” 震 吕 是 有 限 相 关 模 ， 则 存在 一 个 右 刃 - 正 合 列 


F: >F, >B >o, 


其 中 了 :及 了 ,者 是 六 8。 目 由 模 。 
命 信 = img， 则 大 是 f.g,. 模 ， 且 有 右 R- 短 正 合 列 
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O—> KOR AyB pd 


反之 ， 设 存在 一 个 右 R- 短 正 合 列 
0o—>K—”>F- >B->0, 
其 中 心 是 /gg. 自 由 模 ， 到 是 /g. 模 。 
这 时 有 一 个 f.g. 日 由 用- 术 扩 ， 及 一 个 右 R- - 满 射 6， 一 
。 十 是 由 交换 图 / 


及 6 是 水 对 ， 知 imgps = img。 故 有 厂 R- 正 合 列 
Ft>F >B—>0. 
因此 8 是 有 限 相 关 模 ， 
容易 知道 有 下 面 推论 
推论 9.1 布 尺 - - 模 B 是 有 限 相关 模 ， 当 且 仅 当 存在 一 个 有 R- 
短 正 合 列 


其 中 心 是 1/.8. 自 由 模 ， 玫 是 太 8, 模 。 


3.3 有限 相 关 平 坦 模 与 了 .g。 投 射 模 的 一 致 性 

定理 9.2 ” 右 R- 模 B 是 f.g. 投射 模 ， 当 且 仅 当 B 是 有 限 相关 
平坦 模 。 

证 设 B 是 f.g. 投 射 模 ， 首先 总 有 一 个 右 R- 短 正 合 列 


一 一 一 一。 一 = 一 咖 一 re mm me nee 一 一 上 me ee ee pe eb 
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0 一 >.kerpC 人 -> F > B » 0 
其 中 所 是 f.g. 自由 模 . 
因为 B 是 投射 模 ， 故 此 短 正 合 列 可 裂 ， 因 此 FF = kerp 四 也， 
共 中 8 完 B。 于 是 kerg 是 f.8g. 模 。 所 以 B 是 有 限 相关 模 ， 从 而 是 
有 限 相 关 平 卉 模 ， / 
反之 ， 设 8 是 有 限 相 关 平 坦 模 ， 则 由 推论 9. 1 知 ， 有 一 个 右 
人 -人 短 下 合 列 


其 中 心 是 六 8B. 自由 模 ， 是 f. Bb. 模 ， 

议 共 由 vb 生成 。 则 由 定理 8. 8 知 有 一 个 右 尺 -映射 6 丈 
-一 > 长 满足 (vi) = 01=1 93。 艳 作 = It。 因 此 〈 甲 ) 可 裂 ， 
从 而 巳 = 长 四 及， 其 中 如 兰 有 。 所 以 有 是 投射 横 ， 从 而 是 六 g. 投 
射 模 ， 
9.4 Schanuel 引 理 
定理 9. 3(S3chanuei 引 理 ) 设 

0 -人 >》 人 PP Bp- 0 ， 
0— SK SSP, SB >0 


芷 瀣 个 有 下 -得 正 合 列 ， 且 其 中 己 : 及 尸 :者 是 投射 在 尽 - 模 ， 则 有 
性 :由 4 2: 兰 天。 由 己 ,， 
证 ”从 要 证 明 有 右 R- 可 烈 短 正 合 列 
0—> AK— PO@OK.—>P—>0 


妈 可 ， 
为 此 ， 洲 虚岁 
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OSKi /SP ap >0 
0 — SK, />P, -> 0 

因为 ;是 投射 模 ，g: 是 满 射 ， 故 知 可 补 成 图 ， 
0 —> K-42>P, SB—>0 | 


la 1 
i 


0 > 天 三， 一 > 有》>0 ， 
其 中 补 出 的 a 是 右 R- 映 射 且 使 右边 正方 形 是 交换 图 ， 
| 我 们 要 补 出 厂 R- 映 映 pb. Mn 使 上 图 中 补 出 的 左边 正 
方形 是 交换 图 
因为 gs (af0) = (g20) fi1= gif1= 0， 下 imc 六 ESkergz= im 
因此 当 AE 人 :了 时 ， 必 存在 唯一 的 hi EK 使 afi(h) = f,(h,)， 
命 B. 开 : 一 > 天: 是 所 上-> 有， 易 知 BP 是 右 R- 上 映射、 于 是 有 图 ， 


OyKi >P 5>B >0 
户 人 1 
0—>K, >P, 6>B— >0, 


并 可 知 其 中 左 、 右 两 个 正方 形 都 是 交换 图 。 
现在 命 | 
6, Ki— > PDK, 
| Ri 一 > (fi(Ri), PRI)) 
则 易 知 8 是 右 尺 -映射 ， 且 由 广 是 单 射 已 可 知 0 是 单 射 。 
Vy: 三; 四 天 ,一 人 > 也 ， 
(pi Ro) FF->2Cp) 一 六 (PR) 
则 易 知 Y 是 右 刃 -映射 。 不 难 证 明 Y 是 满 射 。 事 实 上 , 当 户 E 二 时 ， 
对 于 gz(pbz) EB， 有 p11 EP 使 g2 (p12) = g1(p1)。 而 8 g:Q， 矿 
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—— | Tm 一 一 一 -一 — 一 a 一 一 一 -一 一 - 一 一 
Ce 


gz(Q(P1) 一 PD)=0,， 从 而 a(pD) 一 PEkergs=imf,。 因 此 有 
k, EK, 便 a(pi) - p, = f; (Rk,), 于 是 立刻 知道 网 (by Rs) = ps, 
故 4 是 满 射 

现 储 容易 证 明 

0 — SK >POK, —>P,—>0 (一 ; 
龙 短 正 合 列 。 为 此 只 要 再 证 明 im6 = kery. 

Rl E 人 :1 时， pO (Ri) 一 凡 ( 六 (RD BCR)) 二 af1 (Ri) 一 OCR) 
= 0， 故 tmoSkerb， 反 之 ， 当 (bi Rs) Ekerg 了 时 ，c(pbr) -六 (PR2) 
= 0， 上 旋 gaC(pr) 一 g2f2 CR,) = 0, 从 而 g2Q (Pp1) = 0, 由 g20 = 1 知 
gi1(p1) = 0， 卜 Pi € kergi = imfi, 因此 有 EAI 使 := fi (R1) . 于 
是 cpi(R) =fs(ks). 因此 faB(h)=fi(k)， 故 he=B(R)。 这 
样 ，0 (BR) = (RD DG) = pop). 放 kergSimo。 到 此 就 证 
明了 ( 乙 〉 是 短 正 合 列 ， 

因为 了; 是 投射 模 ， 故 ( 乙 ) 可 裂 ， 从 而 就 有 PBK, 尘 
K.@f.,. 

现在 我 们 给 出 有 限 相 关 模 鸭 一 种 刻 划 ， 则 有 下 面 定理 ， 它 回 
从 了 本 市 开始 时 提出 的 问题 ， 

定理 9.4 设 B 古 f.g, 布 人 R- 模 ， 则 以 下 条 件 等 价 ， 

(i) 器 是 有 也 相关 模 ; 

(ii) 对 于 每 一 个 布 尽 - 满 射 p: FF 一 > 8B， 其 中 是 f.g. 自由 
布 尺 - 模 ， 必 定 kKer9 是 jg. 模 ! 

(iii) 对 于 每 一 个 右 必 - 满 射 0， 风 一 >2， 其 中 愉 是 放 g. 右 
怀 - 模 ， 必 定 kerg 是 f.g, 模 . 

证 中 一 > (i)。 设 g: 一 了 2B 是 一 个 在 R- 满 射 ， 其 中 下 
是 一 个 f,g. 自由 石 R- 模 。 则 有 右 R- 短 正 合 多 ; 


i 9 
Oy ke wrF >B—>0 


因为 有 是 有 限 相 关 模 ， 故 有 一 个 右 严 - 短 正 合 列 ， 
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0—>K— >Fi-—>B—>0 


其 中 丰 是 f,g,. 自 由 右 R- 模 ， 太 是 f.g. 本 RR- 模 ， 

于 是 由 Schanuel 引 理 知 氏 由 严 兰 kero 中 天 : 

因为 K 及 也 都 是 jg. 模 ， 故 天 由 下 是 六 g. 模 ， 从 而 kerp 是 
1 .g. 合 。 
一 > (i)。， 设 9p: MH 一 >B 是 一 个 右 R- 满 射 ,其 中 必 是 一 
个 了 .g. RR- 模 ， : 

因为 朵 是 jg. 布 六- 模 ， 放 有 一 个 fg. 自 由 右 尺 - 模 严 及 一 个 
右 开 - 满 射 6 一 > 人 47， 于 二 有 布 和- 满 射 6: Tf 一 >8。 因 此 
ker(qg6) 是 f.g. 模 ， 

现在 考虑 图 ， 


0 —— KEer(pe) C 7 > F _ 9、 已 ”一 -一 一 > 0 


a / | 


0 —> Kery CC >» M >» 一 一 一 ”1 


其 中 上 、 下 两 行者 是 石 R- 短 正 合 列 ， 有 右边 正方 形 是 交换 图 。 
可 知 存在 右 R- 上 映射 a: ker (6) 一 >kerg 使 得 上 上 图 中 补 出 的 
左边 正方 形 是 交换 图 。 于 是 由 五 引 理 〈 引 理 1.3) 知 c 是 满 射 。 故 
ker0 是 六 g. 横 。 
(iii) =-> (i))。 因为 B 是 f.g. 右 RR- 模 , 故 存在 一 个 f,g. 自由 
右 尺 - 模 亚 及 一 个 右 尺 - 满 射 p: 六 一 >B， 于 是 kerg 是 f.g. 模 。 因 
此 存在 一 个 右 RR- 短 正 合 列 z 


0 ykerp Cy F -一 了 人 


其 中 下 是 fg. 自由 模 , kerg 是 f.g， 异 ， 歼 胡 是 有 限 相关 模 。 
的 确 存在 f.g. 模 ， 它 不 是 有 限 相 关 模 。 有 下 面 例子 。 
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pb — ee— ee— re -rr 一 半 ，rrirrr 盾 下 一 -re 


例 9.1 设 开 是 域 。 命 尺 = 开 [xb wa ex 其 中 xro Xz， 
yw 是 开 上 无 关 未 定 元 。 若 7 是 xy xx … 生 成 的 环 攻 时 
理想 ， 则 有 R/T 是 f.g. 右 R- 模 ， 但 不 是 有 限 相关 模 . 

证 首先 有 右 R- 满 射 p; R 一 >R/1， 这 里 p 是 自然 同 态 

映射 : 

车 R/7 是 有 限 相 关 模 ， 则 根据 定理 9.4， 了 将 是 f.g. 右 R- 

模 。 但 明显 知 7 不 是 jg. 右 愉 - 模 ， 故 R/I 是 f.g. 模 而 不 是 有 限 
相 美 模 ， 

虽然 /5. 模 未 必 是 有 限 相关 模 ， 但 是 我 们 有 下 面 定理 

定理 9.5 f.g. 模 是 有 限 相 关 模 的 正 向 极限 ， 

证 设 M 是 f.g. 右 R- 模 ， 则 首先 存在 一 个 右 RR- 短 正 合 多 


KO > FM—>0 


其 中 达 是 一 个 六 g. 自由 右 RR- 模 . 
命 { 石 让 7 EJ 是 并 的 所 有 jg. 子 模 ， 则 对 每 一 个 1EJ， 有 
可 RR- - 振 正 合 刚 


0—»H, Ce FFIH >0 


其 中 n 是 自然 同 态 映射、 因此 每 一 个 下/H, 都 是 有 限 相关 模 ， 

对 于 i, jC 了， 规定 i<<j 当 且 仅 当班 ;， 则 (7, 志 ) 成 为 正 
向 拟 席 集 、 当 i<j 上 时， 命 9j: 了 /HH 一 >F/H， 是 x+H, 一 > 
x 二 i， 则 易 知 {PF/H, gj;} 是 mod-R 中 以 7 为 指标 集 的 一 个 正 
喇 系 统 。 

对 于 每 一 个 FEJi 命 Qi: 了 『/H 一 >M 是 x+ HiE>g (x)， 则 
易 知 a; 是 右 R- 映 射 ， 且 满足 ajg; = wy Vi 二 六。 我 们 证 明 {M， cj 
是 EF/H, yg;} 的 正 向 极限 . 

为 此 ， 设 基 是 任意 右 R- 模 ，{f: /Hi 一 >XXIi EV) 是 一 集 
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一 ee Pd 


右 愉 -映射 满足 /pi = 上 vi 有 7。 当 yE1M 时 ,由 于 g 是 满 射 ， 
收 总 有 xE 天 使 y=g(Cx)， 利 用 (7 委 ) 是 正 癌 拟 序 集 ， 容易 证 明 
fi(xtH)= f(xt HH Vi,jETJT. 又 , 当 g(x) = g(x’)=y 了 时, 
也 易 知 fi(x+770) =fi(x’+)。 现在 命 b.M 一 3X 是 yiF> 
fC《x+ 昌 ), 则 易 知 A 是 右 R- 上 映射， 且 使 下 图 交换 ， | 


| ee 
-oi vy 2 CE J ， 
《 AAA 
pH 


又 易 知 能 使 上 图 交换 的 右 尺 - 喘 射 p 唯 一 。 改 (Mg, Qs) 是 {F/Pzu 
9 的 正 向 极限 ，34 = lim 严 / 记 。 因此 1 是 有 限 相关 模 的 正 向 
极限 ， : 


习 题 三 


(1) 设 R 是 交换 环 ， 并 设 P,Q 卷 是 投射 尺 - 模 。 证 明 ， 
六 ecox 包 是 投 寻 尺 - 模 。 - 
(2) 设 R 及 S 是 球 ， 且 S 是 05， -汉民 证 明 , 车 己 是 投 
射 左 民 - 模 ， 则 SCcoz 广 是 投射 左 S- 使 。 
(3) 设 过 是 投射 堪 兄 - 伐 , 了 是 环 R 的 理想 ， 正明 P41) 是 
投射 左 R/T- 模 ， 其 中 1P= {Erpilri:€1,p.€EP). 
(4) 让 二 作证 全 和 其 ， 十 明 ; 
(1) 在 忆 是 8: 碟 R- 器， 则 存在 f、 g. ER- 诬 Q 使 P@Q 征 
自由 左 尽 - 模 ; 
(1i) 恒 在 在 自由 左 有 R- 模 Q 使 P@Q 是 自由 左 尺 - 模 。 
(5) 设 e 尽 环 中 一 个 侨 守 元 ，eE?’=e，。 证明，Re 是 投射 耕 
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并- 模 。 

(6) 设 R 是 非 零 交换 整 环 , 玉 二 R 是 R 的 分 式 域 , 且 天 半 尺 。 
证 明 ， 到 不 是 投射 左 尽 - 模 。 

(7) 设 开 是 交换 整 环 ， 内 是 非 挠 上 .- 模 。 证明， 以 是 内 射 R- 
模 ， 当 且 仅 当 愉 是 可 除 尺 - 模 。 

(8) 设 C 是 交换 整 环 尺 的 分 式 域 ， 验 是 非 挠 及- 模 。 证 明 ， 著 
M 是 可 际 R- 模 ， 则 及 可 以 成 为 域 0 上 向 量 空间 ， 

(9) 充 天 是 左 主 理想 整 环 ， 即 R 无 零 因 子 且 每 一 个 左 理 想 是 
主 左 理想 。 证明， 每 一 个 可 除 左 R- 模 是 内 射 左 R- 模 ， 

(10) 设 有 是 左 有 R- 模 上 的 一 个 子 模 ,. 若 {EiE7} 是 EE 的 一 集 
于 模 ， 且 对 集 的 《三 ”成 为 有 序 集 。 证 明 ， 若 每 一 个 ,都 是 计 的 


本 质 扩张 ， 则 U 上 ;是 以 的 一 个 本 质 扩张 。 
(11) 设 上 是 一 个 内 射 左 R- 模 ,凡是 EE 的 一 个 子 模 证 明 , FE 


是 六 的 一 个 内 射 包 络 ， 当 且 仅 当 对 于 每 一 个 包含 用 的 内 射 左 RR- 


| @ 
Db 


(12) 设 Pi ， M 及 P,“，、M 都 是 左 R- 模 M 的 投射 大 
盖 ， 证 明 ，Pi 衬 记 s. 


(13) 设 P_、 M 是 左 尽 - 模 邓 的 一 个 投射 覆盖 , Q 是 投射 大 


R- 模 ， 且 Q “、M 是 左 R- 满 射 , 于 是 存在 左 甩 -映射 0. 0 一 >P 
使 下 图 交换 ， 
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Q 
lL 
了 了 一 一 人 
证 明 ，o 是 满 射 ， 和 且 Q = imr 四 kerao， ”其 中 左 R- 映 射 mr 
PP 一 >Q 满足 cr= 1 
(14) 如 题 (13), 证 明 ， 
: Q=P!’ @P”, / 
其 中 已 及 已 "满足 ， 
PsP, PCkery. 


并 证 明 ， 忆 一 >M 是 的 一 个 投射 覆盖 ， 


(15) 命 89:2 一 >Z/(2Z) 是 偶数 上-> 0 ,奇数 一 >1. 证 明 ， 


Z 一 >Z/(2Z) 不 是 Z 模 Z/(2Z) 的 投射 窗 盖 ， 

(16) 证 明 ，Z- 模 Z/(2Z) 没 有 投射 覆盖 . 

(17) 证 明 ，Z/(2Z) 不 是 平坦 Z- 模 , | 

(18) 证 明 ， 右 尺 - 模 4 是 平 组 模 , 当 上 县 仅 当 在 4 中 2air,= 0 
《其 中 a;€ 4,ri:€ER) 时， 恒 存 在 27E 4 及 syER 使 得 


4; 二 ,bisy) z 》 Sufi = 0 
i i 


(19) 叙述 并 证 明 >chanuel 引 理 的 对 偶 〈 关 于 内 射 模 )。 . 
(20) 设 已 给 两 个 左 环 - 正 合 列 ， 
OO—>K— >P.—>P._.—>.…—>》P,.—>B—>0, 
0—>L——70. 一 人 0 -一 人 >… 一 人 ,一 > 了 一 > 0， 
其 中 诸 己 ,及 Q, 都 是 投射 左 尺 - 模 。 证 明 : 
KO@QBP.. .BELOPBQ DB, 
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当 我 们 对 环 RR 附加 一 些 条 件 时 ， 结 果 当 然 会 对 模范 畴 R-mod 
产生 一 定 的 影响 。 反之 ， 当 对 -mod 附加 一 些 条 件 时 ， 则 会 对 
环 尺 产生 一 定 的 影响 。 现 代 环 论 主要 研究 环 及 读 环 上 模范 畴 之 间 
的 关系 ， 也 即 所 谓 环 的 同调 分 类 。 本 章 将 研究 几 类 常见 的 环 和 相 
应 的 模范 畴 之 间 的 关系 以 初 帘 同 调 代数 在 环 的 研究 中 的 作用 。 

本 书 并 非 环 论 专著 ， 故 此 处 只 提出 几 类 常见 的 环 ， 而 且 对 于 
所 提 到 的 环 也 并 不 作 全 面 的 论述 。 


S10 Noother 环 


韭 交 换 环 ( 即 乘法 未 必 满 足 交 换 律 的 环 ) 稚 研 究 开 疡 于 域 上 
有 限 维 结合 代数 的 研究 。 无 视 向 量 空间 的 结构 ， 就 导致 非 交换 
环 。 Fmmy Noether 用 极 大 及 极 小 条 件 ， 或 即 链 条 件 殖 代 空 间 
维 数 的 有 限 性 人 条件 ， 由 此 引出 Noether 环 及 Artin 环 的 概念 。 


Noether 模 及 Artin 模 


定义 10.1 设 关 是 环 ， MH 是 左 R- 措 。 若 每 一 个 由 M 的 子 模 
M ,组 成 的 升 链 0 
: MEME"EM,.E.. 
必 中 断 ， 即 恒 存 在 正 整 数 A 使 
M ,= Mi Y 正 整数 7 
旭 称 MM 是 :Noether 模 ， 也 称 MM 是 有 升 链条 件 的 机 或 有 A,C.C。 
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的 模 . / 
定义 10.2 设 R 是 环 ， 及 是 左 R- 模 。 奋 每 一 个 由 型 的 子 筑 
A ;组 成 的 降 链 : / 
Mi 和 MM, 
必 中 新 ， 即 恒 存 在 正 整 数 R 使 
MM = YY 正 整数 记 
则 称 M 是 Artin 模 ， 也 称 内 是 有 降 链 条 件 的 模 或 有 卫 .C.C。 
的 模 ， / 、 
类 似 地 对 右 R- 模 定义 Noether 模 及 Artin 模 ， 
Noether 模 也 可 以 按 另 外 的 方式 来 定义 ， 即 有 下 面 定 理 ， 
定理 10.1 设计 是 左 R- 模 ， 则 以 下 人 条件 等 价 : 
(1) MM 是 Noether 横 ， 
(i) MM 的 子 模 作 成 的 任 一 非 空 集 对 于 集 的 “EG” 有 极 大 
元 素 ; 
(ii 1 的 每 一 个 子 模 都 是 /.g., 的。 
证 (GD 之 (G。 设 { 人 MEZ 是 1 的 任意 一 集 子 模 , 非 空 ， 
则 人 ET 对 集 的 “三 ”成 为 俩 序 集 。 若 人 ME 没有 极 大 
元 素 ， 则 当 任意 取 定 一 个 内, 时， 证 有 3 ,使 


M,CM,, 
同样 ， 对 于 Mf ，,,， 又 有 AM ，. 使 
MM, 


如 此 继续 下 去 ， 将 导致 由 凡 的 子 模 组 成 的 一 个 升 链 
MCMCM.C 
它 不 中 断 。 这 与 “《M 是 Noether 模 2” 相 十 盾 。 
(全 (iii) 。 著 M 有 一 个 子 模 放 不 是 1.g. 的 ， 则 当 取 一 
个 x1 EE 六 时 ， 就 有 
RxiCN, 
于 是 又 有 x: EN 且 x;€ Rx:， 从 而 
RxiCRx+ Rx,CN, 
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如 此 继续 下 去， 将 导致 到 的 一 集 子 模 {Ni = 1, 2,.… }， 其 中 
N,= 5 Rx, 明显 知 {N11i= 1,2,…} 没有 极 大 元 素 。 矛 盾 。 


(iii) 守 (i)。 任 给 一 个 由 M 的 子 模 组 成 的 升 链 


MEM,C.. CM,C..., 


则 UM, 是 必 的 子 模 ， 从 而 是 f.g. 的 。 


设 UM,= cx4s…xw，， 则 存在 正 整 数 使 


Xi €M,, ? = lyn 

从 而 有 - 
: M,= M,,;, Y 正 整数 了 。 
故 M 必 是 Noether 横 . 

由 于 这 个 定理 ， 也 称 Noether 模 是 有 极 大 条 件 的 模 ， 

Artin 模 同 样 可 以 按 另 外 的 方式 来 定义 。 为 此 ， 我 们 先 引 入 
一 个 概念 

定义 10.3 设 .4 是 一 个 左 R- 模 ,车 当 A4 的 一 集 子 模 { A,|i E71} 
满足 


人 A;=0 


时 ， 必 存在 有 限 集 7oS 了 使 
站 A,= 0, 
i ET0 


则 称 4 是 有 限 上 生成 的 。 

定理 10.2 设计 是 左 R- 模 ， 则 以 下 人 条件 等 价 

(1) M 是 Artin 模 ， 

Gi) 友 的 子 模 作成 的 任 一 非 空 集 对 于 集 的 “ks 有 极 小 
元 素 ; 
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Q1) 以 的 每 一 个 同 态 象 都 是 有 限 上 生成 的 ， 
证 (之 Gi)。 和 定理 10,1 中 (i) 地 i) 的 证 明 完 全 类 似 ， 
(11) 坊 Qii)。 设 A 是 计 的 一 个 子 模 ， 我 们 证 明 M/A4 是 有 限 
上 生成 的 。 为 此 ， 设 {M,/A1iET) 是 M/A 的 一 集 子 模 ， 满 足 


. nn M/A=0. 


考虑 由 一 切 有 限 个 M ,的 交 作 成 的 集 
9=-|n0Me 直 ， 
则 人 2 对 于 集 的 “ 己 ” 有 极 小 元 素 。 设 
p= AM, 
是 44 的 一 个 极 小 元 素 。 
由 局 的 极 小 性 知 


DNM;= DD, vjE€EL, 
故 忆 三 Mi，Y7E7， 从 而 有 


DSs n M， 
于 是 存在 有 限 集 Tu= {fi …;P}jST 使 


了 ET0 


议 有 必 /4 是 有 限 上 生成 的 。 因 此 ， 放 的 每 一 个 同 态 象 都 是 有 限 上 
生成 的 ， : 有 

(111) 沪 (1)。 任 给 一 个 由 M 的 子 模 组 成 的 降 链 
1 二 ME…DPM 二 … 
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命 4= Nn M,， 则 4 是 M 的 子 模 ， 且 


DN M/A = N MY)/A=0. 


于 是 存在 入 之 i 之 … 之 i 使 (M;/4DN…N (CM, /4A) =0, 从 而 
GM nnaM /4=0。 因 此 Mn…nM, = 4. 于 是 命 h=i, 时 
即 有 M ,= Mrz，Y 正 整数 j. 故 M 是 Artin 模 ; 

由 于 这 个 定理 ， 也 称 Artin 模 是 有 极 小 条 件 的 模 。 

一 个 横 是 厂 为 Noether 站 与 其 子 模 及 蒋 模 是 否 为 Noethet 
醒 行 重要 联系 。 有 下 面 定 

定理 10.3 及 17 旦 大 及 - 模 ， 右 八 是 MM 的 任意 一 个 子 模 ， 则 
MM 是 Noether 模 ， 当 且 仅 当 入 及 M /NN 都 是 Noether 模 ， 

证 设 骨 是 Noether 模 ， 则 因 信 的 子 模 也 是 导 的 子 模 ， 故 入 
隐 每 一 个 子 模 都 是 了 .g. 的 。 因 此 六 是 Noether 模 。 若 MM'/ 玉 是 
MIAN 的 子 模 ， 则 因 M 是 ff.g. 的 ， 故 MM'/N 是 jg. 的 因此 
人/N 是 Noether 模 ， 

反之 ， 设 八 及 MM/N 都 是 Noether 模 ， 若 

MECCM EC CM,CEC.. 

十 由 计 的 子 模 组 成 的 一 个 升 链 ， 则 由 必 /N 的 子 模 组 成 的 升 链 

Mit+N MtN MrN 
六 N TT NN = 

及 由 入 的 子 异 组 成 的 升 链 
MINMNCMNNEEMNNE... 

禹 中 断 。 故 存在 正 整 数 k& 使 
MitNN=M,,;+N，Y 正 整数 / 
MNAN =Mywj 人 和 NN，Y 正 整数 j. 

于 是 由 模 律 (AN B= 二 AN (B+C)=B+(ANOCO)) 知 

Mjy= Mi Mt N= M,N M+ NN) 
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a TT rm er eT mr er ei 
,PE ee— 7 — rp Er—wr ee— “re—r 


二 = M+ (MNN)= M ,, 
Y 正 整 数 户 
故 杂 是 Noether 模 。 
由 此 定理 立刻 得 到 下 面 推论 。 
推论 10.1 设 已 给 左 A- 短 正 合 列 
i 


0— >N-— />M-s>B- >0, 


则 MM 是 Noether 横 ， 当 且 仅 当 和 NWN 及 B 都 是 Noether 模 ， 
同样 ， 关 于 Artin 模 有 下 面 的 定理 及 推论 ， 
定理 10.4 设 M 是 左 R- 模 。 车 入 是 村 的 任意 一 个 子 模 ， 则 
M 是 Artin 禹 ， 当 且 仅 当 N 及 M/N 都 是 Artin 杭 ， : 
推论 19.2 设 已 给 左 R- 短 正 合 列 
0—>N— > MB >0, 
由. 这 是 Ar tio 模 ， 当 且 仪 涩 入 及 B 都 是 Artin 檬 ， 
众所周知 ， 域 上 有 限 维 向 量 空间 的 请 线性 变换 必 是 同 构 喘 
射 。 对 于 Noether 模 也 有 类 似 结 果 ， 即 有 下 面 定 理 ， 
定理 10.5 设 左 R- 模 是 Noether 模 。 若 p,M->M 是 左 
全 -请 射 ， 则 2 是 同 构 映射 ， 
证 ”因为 
kerpCker02S… ‘Ckerg’C.,, 
是 由 必 的 子 模 组 成 的 一 个 升 链 ， 故 存 在 下 整数 k 使 kerqg*= 
erp YY 让 整数 | | 
若 xEkerg， 则 9(x) =0。 因 为 p' 是 满 射 ， 故 有 y EM 使 
xX=P(y)。 从 而 p91(y)=0。 于 是 yEkerg**1=kergy*。 央 此 
*=9 (2 二 0 汶 9 走时 币 。 所 以 2 是 同 构 映射 ， 


10.2 Noether 环 的 定义 


定义 10.4 奉 左 RR- 模 R 是 Noether 模 ， 则 称 卫 是 万 Noether 
环 ; 咎 布 及 - 模 玉 是 Noe 直 er 横 ，: 则 称 是 本 Noether 环 . 
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由 定理 10.1 立 刻 得 到 下 面 定理 . 

定理 10.6 设 尺 是 环 ， 则 以 下 条 件 等 价 ; 

(i) 天 是 左 〈 右 ) Noether 环 ， 

(11) 太 的 左 ( 右 ) 理想 作成 的 任 一 非 空 集 对 于 集 的 “CY 有 
极 大 元 素 ; 

(iii) 的 每 一 个 左右 ) 理想 都 是 f.g. 的 ， 

现在 我 们 给 出 一 些 例子 。 

例 10.1 车 环 尺 的 每 一 个 左 〈 右 ) 理想 都 是 主 左 ( 右 ) 理 - 
想 ， 则 民 是 左 ( 右 ) Noether 环 ， | 

例 10.2 设 


1719 0D 

R={(92) 

则 是 右 Noether 环 ， 但 不 是 左 Noether 环 ， 
证 命 


leso 


则 吻 知 了 是 尺 的 左 理想 ， 且 由 Q 不 是 六.g. 左 Z- 模 ， 立刻 推 知 了 
不 是 f,g. 的 。 故 R 不 是 左 Noether 环 ， 


"={(00)leeo), 


则 易 知 / 是 尺 的 右 理想 ， 且 右 R- 模 /由 ( 0 ! ) 生 成 。 才 了 是 
0 0 


a€EZ, ob, ceQ} 


R- 模 J 的 一 个 子 模 ， 且 了 0， 则 有 一 个 ( 0 9 )ET， 且 cx0. 


而 (3 ) (9)(9 9) ET。 -7 机 因此 


卫 - 模 J 是 Noether 模 ，, 
命 


K={(, s)| EL, bEQ], 
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He 


则 易 知 是 环 R 的 右 理 想 . 我 们 来 证 明 右 R- 模 天 是 Noethner 模 , 


若 当 (3 6) eT 时 必 a=0， 则 易 知 T=((95)| 5eQj 


(0 0 ) 和 成 故 7 是 天 8， 的 ， 
若 有 一 个 ( 0 0 ) ET， 其 中 a 克 0。 则 可 议 4 二 0， 凡 使 (0 0 ) 
ET 的 正 整 数 x 中 有 一 个 最 小 的 , 设 是 es, 则 有 一 个 (% 9) ET 


; 知 当 ( 和 名) ET 时 ， 必 有 ao/x。 从 而 即 知人 了 由 (加 名) 生成 


故 了 也 是 f.g. 的 。 因 此 右 R- 模 大 是 Noether 模 ， 
全 .， - 
2: K-—>R/J 


apb a bh 
(00)—(00)+7 
另 知 9 是 厂 六 -注射 ， 故 AR/J 是 Noether 模 。 于 是 由 /及 RR/J 都 是 
Noether 模 知 右 RR- 横 RR 是 Noether 模 ， 因 此 RR 是 右 Noether 环 ， 


若 环 民 既 是 左 Noether 环 ， 叉 是 右 Noether 环 ， 则 称 尺 是 
Noether 环 、 易 知 Z 是 Noether 环 。 


10.3， 环 是 左 Noether 环 的 一 种 充分 必要 条 件 


我 们 有 下 面 定理 . 

定理 10.7 环 R 是 左 Noether 环 ， 当 且 仅 当 每 一 个 f.g.。 在 
呈 - 模 都 是 Noether 模 ， 

证 ” 若 每 一 个 / .g. 左 玉 - 模 都 是 Noether 模 ， 则 左 尺 - 模 尺 是 
Noether 模 ， 故 R 是 左 Noether 环 , : 

反之 ， 设 ft 是 左 Noether 环 。 我们 对 1 .g. 左 天 - 模 的 生成 元 
的 个 数 用 数学 归纳 法 来 证 明 / .g. 左 天 - 模 是 Noether 模 . 

当 f.g. 左 R- 模 44= xy 时, 环 RR 有 一 个 左 理想 I 使 4 宇 R/T. 
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闪 为 左 尿 - 模 尺 是 Noether 岳 ， 夏 方 民 - 模 R/1 是 Noether 借 ， 尖 此 
A 是 Noether 皖 ， 

设 含 # 一 1 个 生成 元 的 f.g. 左 R- 模 必 是 Noether 模 。 今 设 左 
RR- 措 A4= (xig ;Xai9 Xo 。 命 A = x ; 则 A 及 A/ A’ = xit 
4 x_i+t4 者 是 Noether 模 ， 因 此 4 是 Noether 模 , 


10.4 在 Noether 环 的 一 些 性 质 
站 多 有 下 面 定 理 。 
定理 10.8 议 民 是 左 Noether 环 ， 则 有 
(G) 每 一 个 f.g. 左 RR- 模 者 是 Noether 模 ， 
Qi) 每 一 个 /.g. 左 并- 模 都 是 有 限 相 关 模 ; 
(iii) 每 一 个 .g. 平坦 左 尺 - 模 都 是 /.g .投射 左 尺 - 模 ， 
让 《1) 由 定理 10.7 即 得 。 
(1) 设 4 是 /.g. 左 R- 米 ， 则 存在 左 R- 短 正 合 列 
J— ykerf Cc > a > A ~ 一 > 站 
其 中 下 是 fg， 自由 龙 RR- 诅 。 央 为 人 是 左 Noether 了 环 ， 故 了 是 
Noether 侣 ， 因 此 kerf 是 f.g. 模 。 所 以 4 是 有 限 相 关 模 , 
(ii1) 由 (11) 知 f,g, 平 坦 左 R- 模 是 有 限 相 关 平 坦 左 R- 模 ， 
夏 是 1 .g. 投 射 左 R- 模 
现在 我 们 证 明 左 Noether 环 是 [BN 环 ， 
定理 10.9 设 A 是 左 Noether 环 ， 则 有 RR 是 IBN 环 且 秩 为 
n 之 1 1 的 有 限 牧 自由 左 - 模 的 每 一 个 含 4 个 生成 元 的 生成 系 必 
证 区 二 十 非 零 凡 g. 自由 模 ， 若 及 下 是 A 的 任 ; 意 两 个 基 ， 
则 可 设 已 = {e en = 若 帮 人 则 命 9: 一 > 


4 是 2 2 > 并“ 时 ， 可 知 p 是 左 R- 满 射 因为 -4 是 Noe- 


thez 饶 ， 赦 由 和 定理 10， 5 知 9 是 同 构 映 射 但 明显 知 kerg 关 0。 也 
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盾 , 故 m 夺 nn。 由 于 上 及 HF 的 地 位 同等 , 故 也 有 ?万 i 。 从 而 轴 =2， 
于 是 由 推论 1,.2 知 RR 是 IBN 环 ， 

行 4 是 秩 为 ?之 1 的 有 限 秩 自由 模 , 则 可 设 4 有 基 tx x+ 
放 -44= cas, “9 oa, Mf 9: A 一 A 是 5 rixi > ya 时 ， 可 知 


t=1 


9p 是 左 R- 满 射 ， 从 而 是 同 构 映射 。 故 fa as 是 4 的 一 个 基 ， 


10.5 左 Noether 环 的 一 种 刻 划 


现在 我 们 给 出 左 Noether 环 的 一 种 刻 划 ， 妈 下面 的 定理 。 它 
对 于 左 Noether 环 上 堪 模 的 理论 有 着 十 分 重要 的 意义 。 

定理 10.10 设 尺 是 环 ， 则 以 下 条 件 等 价 ; 

(i》R 是 万 Noether 环 ， 

(ii) 内 射 左 刃 - 模 的 正 向 极限 (指标 集 是 正和 疝 拟 序 集 ) 是 内 
射 左 怀 - 模 ， 

(iii) 内 射 无 玉 - 模 的 直 和 是 内 射 左 开 -~ 模 。 

证 () 祝 (让)) 设 1 是 一 个 正 向 拟 抒 集 , {2,,9;} 是 R-mod 中 
以 了 为 指标 集 的 一 个 正 向 系统 , 且 每 一 个 上 ,都 是 内 射 左 R- 模 。 于 
是 {( 名 ED)/5,0d 是 (EE， 9 5} 的 正 向 极限 ， 其 中 > 是 只 的 由 


所 有 元 素 49 (es) -4(ei),ei EE 生成 的 子 模 , ci E> (ODE,)/S 

是 e; 一 > hi(e;)+5， 有 (ODEN/S = {i(e) + Sle,EE,, ; eI), 这 

里 机 是 ,到 中, 的 入 射 .我 们 来 证 明 ( CE /2 是 内 射 左 K- 措 ， 
为 此 ， 考 虑 图 


中 
r 
- 
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其 中 了 是 环 尺 的 任意 天 理想 ，/ 是 任意 左上 -了 喘 射 。 
因为 玉 是 左 Noether 环 ， 故 左 R- - 异 / 是 8. 的 ， 因此 可 设 
= (Gy ， 
全 下 古旧 由 左 - 模 ， 有 基 {xox 小 且 左 人 -和 满 射 .了 ->J 
笛 足 9XD) = a = 上， 于 大“ery 息 g.H。 让 区 
keryp = Cy bu 


并 可 设 
Ys = 人 p=1, “of 
设 f(0))=h(e)+S， 其 中 ej EER， j=1,…,n。 由 于 了 


是 正 困 拟 序 集 ， 改 可 到 定 一 个 RE 使 三 委 R，7 = 1,…,n。 然 后 命 
ei= yle, ), f= 1,*…, 7, 
ei EE j=1,…,n。 又 因为 4.9#(e;,) 一 (0) E®, 故 
f(a;)=A(e)+I, 1=1,. 


由 yy;)=0 知 roi= 0. 从 而 jrsjf (a;) =0。 故 


了 一 3 


ynet +S=0, 因此 为 ( 开 rwe!)+5 = 0， 所 以 对 每 一 


ji j=! 


个 p(1 志 p 专 1), 可取 定 一 个 q(p) E17 满 足 &<q(p), 使 
ptm( Dre’) =0, p=1, 机 1。 
得 取 定 一 个 mE7 满 足 9(p) 二 m，p = 1，…, 1， 然 后 合 
Di=9" (e’), 7} = 1,.…,? 
MOE EE, j=1, ”1 月 易 知 、 
f (a;) = 一 4 (bi) 十 9 ， 1 = 1， "> 73 


yb =0, P=1,,1, 


j™! 
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六 J 一人》 必 。 


5D SjUj > 并 sb > 


容易 验证 /是 左 有 R- 上 映射 。 于 是 由 于 EB。 是 内 射 左 R- 模 ， 就 本 
补 成 交换 图 ， 


r a 
pod ° 
FE, 
其 中 补 出 的 g’ 是 左 RR- 映 射 。 
现在 命 
5 一 > 人世) 


r >hA,.(g (7))+5, 
则 易 知 8 是 左上 -映射 ， 且 有 交换 图 ， 


一 一 一 


| 


( DBE/S 
$€} 


族 ( @ 及,)/S 是 内 射 左 R- 模 ， 


“0D 这 Gii)。 由 例 2.16 知 一 集 模 的 直 和 是 其 一 切 有 限 部 分 直 
和 的 正 同 极限 (指标 集 是 正 癌 拟 序 集 ) 。 由 于 内 射 模 的 有 限 直 和 恒 
是 内 射 模 ， 故 一 集 内 射 模 的 直 和 成 为 内 射 模 的 正 向 极限 (指标 集 
是 正 问 拟 序 集 ) .因此 内 射 模 的 育 和 是 内 射 模 。 

(0 全 (1)。 若 民 不 是 天 Noether 坏 ， 则 左 尺 - 模 叉 有 一 集 子 


ee ee ee EE 


是 左 R- 模 有 R 的 子 模 ， 且 了 7 态 六 0， 1 = 1，2，……。 

对 于 每 一 个 正 整 数 i， 存在 内 射 左 环 - 模 , 及 左 尺 -单身 
9 71/1; 六 Es。 我 们 证 明 由 已, 不 是 内 射 左 尺 - 模 . 

命 pi: 7 一 > /7 是 自然 同 态 映射 。 因 为 当 eE7 时 人 恒 存 在 正 
整数 R(a) 使 得 a€ 1,， Yn 宇 k(a)。 从 而 p,(a) = 0, Vn 宇 h(a)， 
于 是 得 到 映射 / | : 

f: 1 一 > 由 已 ， 


G 上 一 > (pi1(a), ps (0), 攻关 
易 知 f 是 左 R- 映 射 ， z 


若 @ EE 是 内 射 模 ， 则 可 补 成 交换 图 ; 


z -9 
- , 


J 


，、 如 
DE,. 
i = 


其 中 补 出 的 gp 是 左 尺 -映射 。 和 : 

区 2(C1) = (x3, Xs，…), 则 存在 正 整 数 m 使 Xn+1=0。 取 a€7， 
但 a€ 7 了 .ii， 则 pnri(9) 主 0。 由 g(a) = jc) = (pi(a), py(a) 
z Rg(a) = ag(1) = (ax1, ax, …) 知 axnti= puri(a) 志 0， 从 面 导 

致 xwri 二 0， 矛盾 。 故 尺 是 左 Noeher 环 。 
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11,1 半 单 模 


定义 11.1 设 杂 是 左 开 - 模 。 若 好 二 0， 且 财 只 有 两 个 子 你 ; 
0 及 1M， 则 称 内 是 单 模 。 

定义 11.2 ” 若 左 玉 - 模 邮 是 其 一 集 单子 模 [4 ,liE 7 的 直 和 : 
M= DM,, 则 称 MM 是 灶 单 模 。 零 模 也 叫 尘 单 模 ， 


由 半 单 模 的 定义 立刻 知道 ， 半 单 模 的 直 和 是 半 单 模 . 
关于 半 单 模 ， 我 们 先 证 明 下 面 两 个 引 理 。 
引 理 11.1 若 左 玉 - 模 对 的 每 一 个 子 模 都 是 M 的 一 个 直 和 
项 ， 则 的 每 一 个 子 模 也 有 同样 性 质 ， 即 车 祥 是 内 的 一 个 子 模 ， 
则 N 的 每 一 个 子 模 都 是 立 的 一 个 直 和 项 。 
证 设 六 "是 六 的 子 模 ， 则 AM 有 一 个 子 模 怀 使 
M =N'dX 
于 是 易 知 有 
N= NODONNY)., 
引 理 11.2 ”车 左 尺 - 模 邓 的 每 一 个 子 模 都 是 M 的 一 个 直 和 项 ， 
且 驻 拓 0， 则 至 的 每 一 个 非 零 子 模 必 有 单子 模 。 
证 设 B 是 几 的 一 个 非 零 子 模 ， 则 有 一 个 5EB， 有 6 夺 0。 命 
Q= {CIC 是 8 的 子 模 ， 且 6b EC)， 
则 易 知 8 不 空 ， 对 于 集 的 “三 ” 成 为 偏 序 集 ， 且 有 极 大 元 娄 。 
设 C 是 日 的 一 个 极 大 元 素 ， 则 据 引 理 11,1 知 了 有 一 个 子 模 DD 
使 
| B=COD, 
Hi 有 CB 和 HDX0. 
营口 不 是 单 模 ， 则 了 品 有 -个 子 模 DD' 满 足 90 乞 D’'CD,. 于 
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是 有 一 个 子 模 D* 使 D= D'@D?*, 可 见 D* 交 0。 这 时 有 B= 
CODD’DD”。 易 知 或 6ECDD'， 或 5EC@D"。 因此 或 
COD’ EW， 或 CDD”E0。 矛盾 。 故 D 是 B 的 单子 模 . 

现在 我 们 给 出 半 单 模 的 一 种 刻 划 。 有 下 面 定理 ， 

定理 11.1 左上- 模 M 是 半 单 模 ， 当 且 仅 当 M 的 每 一 个 子 模 
部 征 开 的 一 个 直 和 项 。 

证 设 M 是 半 单 模 ， 并 设 N 是 1 的 一 个 子 模 . 因为 当 M=0 
时 六 是 和 的 一 个 直 和 项 ， 当 MM 二 0， 而 入 = 0 或 必 时 ， 信 也 是 朵 的 
一 个 直 和 项 ,上 因此 我 们 现在 设 M 0, 且 0 CNCM. 于 是 先 可 设 

M = 时 Mn 


对 于 1 i 记 5,= @M, 然后 命 
= {ITET, Ix$, BSNN =0). | 
易 知 0 不 空 对 于 集 的 “三 ”成 为 偏 序 集 ， 且 只 有 极 大 元 素 。 命 
是 2 的 一 个 极 大 元 素 ， 我 们 来 证 明 M = 六 中 Sr 而 这 只 要 证 明 
MENODSr, viET. 

当 i€1 时 ， 车 iEK， 则 MSSrSNO@S4r, 若 1EK 太 ， 则 
UDK, 故 Srvwy 人 NE0， 即 (SxDM,)N 由 Na0， 故 有 
02CE (2 中 MD)NN, 设 z=x+y=6b， 其 中 x ESx, yEM,，, 
bEN， 则 y=656-xE€5SrN, 且 易 知 y 太 0, 从 而 (SKBN) nM 二 
0 。 因 为 MM ,是 单 模 , 故 (Sx 中 VJ)nM=M,. 因此 M,SSKDN. 
到 此 束 主 明了 M = 入 中 Sx。 故 和 N 是 MM 的 一 个 直 和 项 

反之 ， 设 MM 的 每 一 个 子 模 都 是 MM 的 一 个 直 和 项 、 车 MM=0， 
则 4 已 是 半 单 模 。 故 设 末 六 0 

为 证 凡是 半 单 模 ， 命 


A= {V41jEJ)NWV; 是 M 的 单子 模 ， 且 开 V;= @ 


EJ 


品 知 A 不 空 ， 对 于 集 的 “ 吴 ” 成 为 偏 序 集 ， 且 A 有 极 大 元 素 。 设 
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{HI1EZ} 是 A 的 一 个 极 大 元 素 。 我 们 证 明 M = 旬 开 i， 

首先 ，M 有 一 个 子 模 XX 使 

M= QD HDA. 

车 六 二 0， 则 据 引 理 11. 2 知 了 有 单子 模 Y。 故 半 有 一 个 子 模 
yY/ 鸽 人 =Y@Y’， 于 是 M = © HOYOY'. 这 时 (HIEL) U 
{tY TEA。 了 矛盾 。 故 兴 = 0。 因 此 M 是 半 单 模 。 

”由 这 个 定理 容易 得 到 下 面 的 推论 、 

推论 11.1 半 单 模 的 子 模 及 同 态 象 都 是 半 单 模 : 

证 设 左 R- 模 MM 是 半 单 模 。 车 N 是 人 M 的 子 模 ， 则 的 每 一 
个 子 模 都 是 六 的 一 个 直 和 项 。 故 六 是 半 单 模 。 又 因为 M 有 一 个 子 
模 和 使 M = 入 中 XX， 故 M/N 圭 人 是 半 单 模 ， 


11.2 半 单 环 的 定义 


定义 11.3 ” 若 左 R- 模 R 是 半 单 模 ， 则 称 R 是 左 半 单 环 ， 若 右 
R- 模 尺 是 半 单 模 ， 则 称 R 是 石 半 单 环 ， 
实际 上 对 于 半 单 环 不 必 区 分 左 及 右 。 可 以 证 明 环 R 是 左 半 单 
环 当 且 仅 当 玉 是 右 半 单 环 。 为 此 ， 我 们 先 引 入 一 些 概念 ， 并 证 明 
一 个 引 理 ， 
定义 11.4 设 玉 是 于 el ve ER 基 满 足 e 所 0 三 开 ， 
my ez=ey=1…701 eicei=00s1) er+…+ew=1， 则 称 
…, em 是 R 的 一 组 和 1 正 交 带 等 元 ， 
引 理 11.3 (i) 设 R 是 环 ， 且 左 R- 模 RR 是 其 非 零 子 模 A1,… 
有 ,的 直 和 |， 
R= AD'…WDA, 
则 RR 有 一 组 和 1 正 交 需 等 元 e;:€ 4,，i= 1,…, 使 
A.= Re;, i=1, ,nn, 
(ii) 车 e1,…, es 是 环 R 的 一 组 和 1 正 交 竺 等 元 ， 则 
R= ReD:…WDRe,. 
证 (i) 首先 存在 e;€4,，1=1,…,# 使 
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ee ee eis ee, 


1 =eri+ +e, 
荐 aiE4， 则 ca,=aiet+…+ade，， 覆 oi=oeirEGRe， 关 此 
= Rei =1 on。 从 有 而 允 知 Ei 夺 0， Y= 1 1 
因为 e,ei € ij， 故 由 e, = eiert 二 EiE 和 知 妆 六 1 ee;= 0, 
2 有 esei=Ci。 故 el，…,e, 是 的 一 组 和 1 正 交 每 等 元 。 
(ii) 国 为 1=ei+…+e， 故 当 r 彻 民 时 有 =yrelr+ .+re, 世 
Reit+ :+ Re,, XX, Erier + +r.em = 0, RCriert + rne,) es 
= 0， 政 rie: = 0，1=1,…,m。 因 此 R= Re 由 … 吕 Re。。 
类 似 地 有 下 面 引 理 ， 
引 理 11.4 (i) 设 K 是 环 ， 且 右 R- 模 KK 是 其 非 零 子 模 441，… 
4 的 直 和 ， 


R= AO.…®DA,, 
则 尺 有 一 组 和 工 焉 交 等 元 Ee; CA,，i=1,…,n 使 
A= eR, ?=1,.…,n, 
(ii) 若 @1,…,e。 是 环 R 的 一 组 和 1 正 交 客 等 元 ， 则 
R= eRO..De, RN. 


现在 我 们 证 明 左 半 单 环 与 右 半 单 环 是 一 致 的 。 

定理 11.2 环 R 是 左 半 单 环 当 且 仅 当 环 是 右 半 单 环 . 

证 只 要 考虑 R*0 的 情形 . 设 R 是 左 半 单 环 , 则 左 R- 模 RR 是 
共 一 集 单子 模 { A.1iE 7 的 直 和 :R= 四 4 


设 1=e;s+…+e;, 其 中 e,€4,， hk=1,…,n。 则 当 r ER 
时 ，r=re+…+relcE4 中 … 由 4， 因此 左 尺 - 模 尺 是 基 有 限 
个 单子 模 的 直 和 。 故 可 设 
R= 4 中 4 
其 中 每 一 个 4 都 是 左 瓦 - 模 尺 的 单子 模 。 
于 是 据 5 者 11.3 知 尺 有 一 组 和 l 正 交 竹 等 元 @1,…, 2, 使 
hei= A, 1=1,:…,n, 
= Re WDRe,. 
本 1 


R= eRD...De RR. 

我 们 来 证 骨 在 天- 模 eiE 是 单 模 ，5 = 1,…, nn 

设 N 是 右 R- 模 e;R 的 一 个 非 零 子 模 ， 则 有 一 个 aEN， 且 
a 三 0。 合 

ov: Re:—> Roa 
re;—>rd 

则 因 aEe;R， 易 知 mp 是 映射 ， 且 是 左 下- 满 射 。 又 因为 左 上- 模 
Re; 是 单 模 ， 且 Ra 二 0， 故 kerg =0。 因 此 9 是 同 构 喘 射 。 

设 有 R= Ra 只 DU， 其 中 凯 是 左 - 模 的 子 模 。 命 

vv RR—>R 
rat+ui—> 0 1(ra) 三 YE : 

嘱 钨 知 % 是 左 有 -有 映射 。 于 是 ei=g(a) = ap(1) EaR, 故 e;RCaKR. 
从 而 入 = e;R。 .因此 ei;R 是 单 模 。 所 以 R 是 右 半 单 环 。 
完 金 类 似 虑 可 以 证 明 ， 当 是 右 半 单 坏 时 ，R 必 是 左 半 
单 环 ，。 | / 
在 给 出 举 单 环 的 例子 以 前 ， 玩 介绍 两 个 概念 ， 交 换 环 上 的 结 
合 代 数 及 和 群 代数 。 

设 天 是 交换 环 , (M, + ) 是 Abel 群 。 若 M 既 是 左 氏 - 横 ， 又 
十 坏 ， 而 且 满 足 

(hx)y=x(hy)= Rxy), VEEK, x, yEM, 

则 称 允 是 天 上 结合 代数 。 | 

设 天 十 区 换 环 ，G 是 群 (其 运算 用 乘法 ) , 命 G 是 以 G 为 基 
的 自由 天 - 模 ， 且 对 RE 天， 将 k 与 税 等 同 ， 其 中 1 是 群 G 的 单 
位 元 。 于 是 天 三 到 C， 又 对 于 ,Ag 及 1， 定义 


Eg 


(Shs)(D = El eh) 


其 中 是 环 开 中 的 积 , gh 是 群 G 中 的 积 . 则 易 知 扩 G 成 为 上 结 
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oe 一 


er 


现在 给 出 半 单 环 的 一 些 例子 ， 
例 11.1 (Maschke) 设 G 是 有 限 群 ， 开 是 域 ， 则 六 G 是 半 


单 环 ， 当 且 仅 当 chatr 天 十 jc | 
WE 先 记 R= KGa, 并 设 Gr = {gi = 1， B29 ""*s gn}e 
设 charK+1G|=n， 则 sn1 二 0， 其 中 1 是 域 天 的 单位 元 我 


们 用 二 表示 x4 在 玉 中 的 逆 元 . 


对 于 VEE&nd 尺 rr， Li 
: Pp,. RR—>R 


fr Ho> 二 PCrgi BT 
t=1 


我 们 耳 明 % EEndR;， 


首先 易 知 9 (r+s)= PO) + PC), Yr,sER, 
” 当 r EK，kEK 时 ， 有 


P(r) = rhg) gr 
i=1 
= (二 工 pre)g7 )e= Prk 
i=1 
rE€EB, g EG 时, 有 
Sle "1 1c 2 
P(r)= npPreg) gr = ni preg) ge)!g 
t=1 i 二 1 
1 | AY ~ 
= (TH oreder')e= 9(r)g, 
t=1 
故 有 (rx) = P Cr)x, vr, x ER, 因此 9 EEndR,. 
现在 设 A4 是 石 R- 模 的 任意 子 模 ， 我 们 证 明 4 是 R 的 一 个 直 


和 项 。 
内 为 全 SA 人， 改 4 也 是 右 天 - 模 民 的 一 个 子 模 ， 即 4 是 域 玉 上 


S11 读 半 环 i1237 


= 一 


回 量 空间 疙 的 一 个 子 空间 ， 因 此 4 有 补 空 间 ， 尺 = A@B. 命 
90: 人 一 > 人 是 4C+DF>0， 其 中 aaE4，pDEPB， 可 知 92 是 右 玉 -有 贞 
于 |， 故 兄 EErdR,,. 


4a C AW, 1 (0) = 二 民 yag) gr' = yagig? =a; 妾 
zz 二] 和 一】 


rERHN， 9 = 一 并 0(rgD)8PE4， 故 有 
f=1 


R= AD(1- 9 )(R) 
因此 到 是 半 单 环 ， 
eharK | 1G|=n， 则 可 设 charK = 5 是 素数 ， 


全 ro= g1+ 十 ga。， 则 zo 计 0。 我 们 证 湖 roR 不 是 右 R- 模 RR 的 
埋 帮 i 项 ， 

首先 可 知 rog=ro， 7 了” EG， 天 ri = nro=0, 且 因 ro(giki 二 
gu =rotRit + hk,) Erok ,i 故 r,R = rkK., 

人 Yo 太 十 在 不 - 模 KR 的 一 个 卫 和 项 : R=roROU, 则 1=x+y， 
其 中 x EroR，y EU。 于 是 x*=x。 设 x=mh,， 其 中 EK， 则 
x=s=ripo=0。 从 而 U=A。 因 此 rmA=0. 这 寻 致 m=0， 下 
拓 。 蚁 屎 不 是 半 单 环 ， 


11.3 半日 环 的 刻 划 


得 下 我 们 从 出 隔音 环 的 - “种 刻 划 。 

定理 11.3 设 尺 是 坏 ， 则 以 下 条 件 等 价 ， 

(1) 天 十 十， 

(ii) 每 - -个 左 尺 _ 模 部 是 半 单 模 ， 

(ii) 每 一 个 左 尺 - 模 都 是 内 射 模 

(iv) 符 - -个 左 尺 - 算 正 合 列 都 可 烈 

(Y) 下 一 人 小 关 人- 模 部 十 技 冉 模 ， 

证 (0) 全 (a)。 去 模 是 半 单 模 , 非 零 自 由 左 开 - 模 严 = 


Oo 一 一 一 
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故 当 防 是 半 单 环 时 ， 每 一 个 自由 左 号 - 模 都 是 半 单 模 ， 因 为 每 一 
个 左 R- 模 总 是 一 个 自由 左 尺 - 模 的 一 个 回 态 象 ， 而 半 单 模 的 同 坊 
象 是 半 单 模 ， 故 每 一 个 左 尺 - 模 都 是 半 单 模 。 

(和 i) 过 (ii)。 设 M 是 堪 尽 - 模 ， 则 存在 内 射 左 尺 - 模 已 使 M 是 
已 的 子 模 。 因 为 瓦 是 半 单 模 ， 故 巨 有 一 个 子 模 习 使 五 = M 全 XX， 
疏导 是 内 射 懂 。 

(ii) 之 (iv)， 车 0 一 > 4 一 > B 环 >C 一 > 0 是 左 民 - 短 正 合 
列 ， 则 因 4 是 内 射 模 ， 故 此 短 正 合 列 可 裂 . 

(Gv) 之 (Cr)。 设 M 是 左 尺 - 模 , 则 有 左 尺 - 短 正 合 列 0- 一 > .4 
一 >M 一 -> 0， 其 中 玖 是 自由 左 玉 - 模 。 因 为 这 个 短 正 合 列 可 
烈 ， 故 1MW 是 投射 模 ， 

(Y) 之 (iD) 设 1 是 左 R- 模 R 的 一 个 子 模 ， 则 有 左 R- 短 正 合 列 


0 一 > 1 CR -> RIJ 一 >0 因为 R/1 是 投射 可， 获 此 


短 正 合 列 可 有 裂 .从 而 了 是 左 玉 - 模 开 的 一 个 直 和 项, 故 尺 是 半 单 环 。 
往 ， 定 理 中 的 “ 左 ” 字 换 成 “ 布 ” 字 仍 成 立 。 


7 
-加 


S12 Von Neumann 正则 环 


半 早 环 是 每 一 个 模 都 是 投射 横 、 每 一 个 模 都 是 内 射 措 的 环 。 
本 要 研究 的 Von Neumann 正则 环 则 是 每 一 个 神 都 是 平坦 模 
扫 环 ， : 


12.1 Von Neumann 正则 环 的 定义 


定义 12.1 设 是 环 .， 若 对 每 一 个 a € R， 恒 有 
a EaRa, 
则 称 下 是 一 个 Yon Neumann 正 则 环 ， 
我 们 给 出 一 些 例子 。 
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一 一 一 一 一 上 一 一 一 


汇 12,.1 Boole 环 是 Yon Neumann 自 则 环 。 

证 所 谓 环 如 是 Boole 环 ， 是 指 f?=+，YrE€R， 二 是 当 太 是 
Boole 环 了 时， 对 短 一 个 GE 迟 ， 伍 有 a=aaaEaARa， 故 及 是 Von 
Neumsnan 正 则 球 ， 

人 列 12 .2 长 左 全- 棕 M 是 半 单 模 。 命 R= 人 KndzriM， 则 太古 
Von Neuman' 开 则 水 。 

证 设 /ER， 因 及 是 侍 单 模 ， 故 M 有 子 模 区 及 了 使 M= 
kerf thL 有 NT = imf OT. 
准时 对 每 一 个 4Eimf， 有 队 一 的 yE 上 使 f(y) = 
事实 上， 首 完 有 2z6EM 使 4= f(z) 设 2=x+ y， 其 中 x Ekerf， 
vey 风 4= Cy)。 又 ， 若 yi Ys EL 使 f(y1) = f(y;)=u， 则 
Yi vt kerfNL=0. 从 而 yi = ya。 
息 在 能 
g: MM—>M 
: UTUF> Y, 
其 mi Cimf，vET，yE€ 虐 满足 fy) =u。 则 易 知 g ER 
内 为 淄 y EL 时 gf1(y) = %， 疏 当 x + y SM, 其 中 x Ekerf， 
yELR, fgf (x+y)= fef(y)=f1(»y)=f(x+ y), 故 f = fgf € 
fARfF，iN 雍 R 是 Yon Neumanan 正 则 环 ， 
证 12. 和 汗 是 Yon Neumann 正则 环 ， 
;下 六 三 下 全 丈 ， 测 由 例 12,.2 知 ndsR 奸 Von Neumann 
正 风 让 生 壤 dg 如 与 辐 民 汉 闻 构 ， 下 是 Von Neumann 
正 训 有 艺 ， 


12.2 Yon Neumann 正则 环 的 一 个 性 压 


定理 15,1 设 AR 是 Yon Neuriant 站 则 坏 ， 车 上 是 卫 的 一 个 
f ge rl 里 相 ， 则 必 存 在 一 个 沼 FE ge 和民 和 什 8 = Re, 


证 总 欧 ， 当 a € 人 时 ， 以 有 一 个 告 各 站 eCR 使 Ra Re 
事实 二， 为 o € aRa, 故 有 ER 使 ac=apa， 命 e = 0a， 则 易 知 
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e 是 炙 等 死 ， 且 人 e 三 Fa。 又 因为 a=ae € Re, 卜 fra= ke. 

汪 次 ， 当 gq,5E RR 时, 必 有 一 “个 军 竺 元 CR 使 Ra+t+ Rb = Rh. 
囊 实 上 ， 首 先 有 一 个 宕 等 元 e 使 Re= Re， 又 易 知 Ra+ Rb= 
1fe+ RO(1 一 e)。 得 设 第 等 元 /使 R56(1-e)= Rf， 则 有 rER 使 
7 =7rol1-e)。 从 而 fe=0。 现在 命 g= (1--e)f, 则 8g 是 短 等 元 ， 
是 为 知 fg=ff。 人 了 从而 Ra+ RO= Re+ Rg. 周二 ge=0, eg=0， 
区 e+g 丰 党 答 元 。 又 勇 知 kletpg) CRet+Rg, 而 灶 riet 
regC Ret+ Rg Hriet+rg= (rie trsg)(e+g) ER (et+g) 知 
fet rg—=R(et+g), 故 Ka+ RD= R(e+ pgp), | 

于 是 用 数学 归纳 法 即 可 证 明 , 对 于 任何 1, …, a, ER 必 存 在 
攻 短 元 e 使 人 ai+ …+Ra.= Re. 这 就 是 说 ， 对 于 RR 的 每 一 个 .g， 
左 埋 想 ， 必 在 在 种 等 元 Ee 使 L= Re. 


ri TE ee EE ee 


12.3 Von Neumann 正则 环 的 一 种 刻 划 


定理 12.2 环 R 是 Von Neumann 正则 环 ， 当 且 仅 当 每 - -个 
“你 - 穴 者 征 平坦 模 ， 

证 议 fR 是 Von Neumann 正则 环 ， 右 改 是 一 个 右 玉 -楼 ， 风 
首先 有 一 个 短 正 合 列 
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其 中 下 是 自由 右 R- 模 , 

设 志 是 并 的 一 个 了 .g. 左 理想 ， 则 总 有 KLEKNEFL. 
洒 x 和信 由 了 了 有 时， 可 设 Y= qfit…+a,l,， 其 中 a; EF,，1,E€L, 
;= 1,…,n， 由 定理 12.1 知 有 稳 等 元 e 使 二 = Re。 因 此 可 设 / = 
rie,，i=1,…,n。 于 是 x=xeEKL， 从 而 KL=KNFL, 夏 M 
是 平坦 模 . 

克之 ; 设 每 一 个 右 R- 模 都 是 平坦 模 , 为 证 R 是 Von Neumann 
正则 环 ， 任 取 a ER， 并 考虑 右 R- 短 正 合 列 
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因为 R/Ca) 是 平坦 五 RR- 机 ,而 RR 古 自由 右 太 - 模 , 故 对 环 玉 的 
每 一 个 碟 理 想 L， 伍 有 
(aR)L = aRN RL., 
特别 ， 洒 到 工 = Ra 时 ， 则 有 aRa=aRN Ra， 于 是 就 有 
4 CaRfRa=aRa， 改 人 是 Yon Neumann 正则 环 。 


$ 13 ”遗传 环 及 Dedekind 环 


13.1 壮 传 环 及 Dedekind 环 的 定义 


定义 13.1 设 尺 是 环 。 若 R 的 每 一 个 左 〈 右 ) 理想 都 是 投身 
让 《43) 全- 模 ， 则 称 人 是 左 〈 右 ) 遗传 环 。 者 民 婚 是 左 遗 传 环 ， 
又 是 交换 整 环 ， 则 称 尺 是 Dedekind 环 ， 

例 13.1 半 单 环 是 左 遗 传 环 ， 也 是 右 竟 传 环 。 

例 13.2 主 理 相 整 环 是 Dedekind 环 ， 

证 ” 主 理 想 整 环 人 的 非 零 堪 理想 作为 左 开 - 模 与 左 有 尺 - 模 尺 同 
科 ， 故 征 投 射 左 天- 模 。 因 此 主 理想 整 环 是 Dedekind 环 。 


13.2 左 遗 传 环 的 一 个 性 质 


我 们 指出 左 遗 传 环 上 自由 左 模 的 子 模 的 一 个 重要 性 质 ， 即 有 
下 面 定理 ， 
定理 13.1 (Kaplansky) 设 是 左 遗 传 环 ， 下 是 自由 左 R~ 
异 ， 如 A 是 的 一 个 子 模 ， 则 有 一 集 左 理想 {71,1REK} 使 
A OI, 


Eek 


证 只 需 圭 虑 已 交 0 的 情形 。 设 有 基 {xi1REK}， 并 设 KK 
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已 尺 序 ， 其 统 小 元 素 用 0 来 记 ， 定 义 
lo= 0， 
六 ,= CD RX, 2 R>0, 
i 
并 记 
Fi = OD Rix, Y R=0 


于 是 有 FF,= F,DRx,，Y 之 0 
当 aE4n 忆 了 时 ，a 有 唯一 表示 式 ， a=b+rxs, 其 中 DG 已 及 
rc 人 部 由 4 唯一 确定 。 命 
Oi: ANF,.—>R 
他 | 一 一 > rr 
则 乞 知 9 是 左 尺 - _ 映 英 ， Hkerw, = ANF,. 本 记忆 = imo，， 则 寿 
左上 4- 短 正 合 列 


(7 大 
0 一 ->4nPF Cd Pe / 一 一 0 ykeKk 


因为 了 是 R 的 左 理想 ， 玖 是 按 射 万 RR- 模 ， 因 此 以 上 短 正 合 
列 可 裂 ， 所 以 4NF, 有 子 模 C, 使 4ANF,=(ANF)@C,,。 和 且 
C, 圭 也。 我 们 先 证 明 


A= >》 Cn 


k 声 王 


首先 妆 然 有 CS 4A. 今 对 aE A4， 命 


A,=- {hkEK|IaEF,). 
因为 = U 下 :。 故 A。 是 下 的 一 个 非 空子 集 ， 因 此 人 A, 中 有 
二 小 元 素 ， 记 作 4(a)。 它 由 a 唯一 确定 ， 
大 2,Cs 三 44。 则 命 


ktEEK 
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Tp pe emer 


Ee i 


0 = noah, QE cj 


它 庆 
时 ， 吕 是 天 的 -- -个 非 罕 邓 华 ， 栈 4 中 可 下 小 元 过。 设 是 /。 于 是 
有 yE4，yE> Ci 使 L(V)=j 


为 Ly) 是 A 中 的 晤 小 光大 , 故 y EFI， 从 而 y EAN FF 
关 此 可 设 y=8+c， 其 中 DE4nPiceECi, 易 知 避 EC 这 是 


二 下 


因为 车 8E 开 C4, 则 因 cECjS 避 C4, 将 导致 y=b+6E 于 CC 


EE 二 页 下 二 


而 这 是 不 可 能 的 。 于 是 AU(D) EQ 但 bEF;= 四 有 RRxo 故 Eu 
i < 


tf<y。 因 此 ADDs<t<C7。 了 矛盾 。 所 以 4= jC, 


下 人员 
融和 在 证 明 澡 C= OG. 为 此 ， 设 
kEKR 
Cl 十 Cz 十 … 十 Cu 一作， 
其 中 cE€C,,, $ = 1 且 A<<R< bk 则 | 
Gtete, = -cECANF, )NC, =0, 
故 c. = 0。 理 推 之 即 知 CI 二 = C.-_1= 0。 因此 2 C= OOO. 这 


就 证 明了 A 二 四 刀 ， 其 中 {71AE 开 } 是 环 尺 的 一 个 集 左 理想 . 


由 这 个 定理 立刻 得 到 下 面 一 个 推论 ， 

推论 13.1 左 遗 传 环 上 上 投射 左 模 的 子 模 是 投射 模 。 

证 ”因为 投射 模 总 是 一 个 自由 模 的 子 模 ， 故 投射 模 的 子 碟 是 
一 个 目 自 模 的 子 模 。 从 而 由 定理 13.1 知 左 遗 传 环 上 投射 左 模 的 子 
模 是 投射 模 ， 

由 定理 13.1 又 可 以 推 知 主 理想 整 环 上 模 的 一 些 重 要 性 质 ， 有 
下 面 两 个 推论 . | 

推 化 13.2 设 是 主 理 想 整 环 。 
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(i) 车 A 是 自由 太 R- _ 贷 忆 的 一 个 子 异 ， 则 .4 起 自由 左 K- 镜 ， 
Hrank. A<rankar, : z 

(ii) 车 左 RR- 模 B= 61,…,6w; 则 B 的 每 一 个 子 模 B' 必 是 
f.2. 模 ， 有 是 行 在 01,…, cEB/，m 志 nmn， 使 Bb’ 一 《Cl **'y Cn’。 

证 (i) 若 4=0, 则 结论 自然 成 立 . 今 设 A4 丰 0. 命 {xi|kCEK} 
慷 的 一 个 林 , 则 由 定理 13.1 的 十 明知 R 有 一 集 左 理 想 { ,hkEK) 
使 4 关中 7 命 K'={kEK1T,*0}, 则 4 关中 ,7 且 易 知 
人 全 人 YREK'。 于 是 4 宕 R'*w 是 自由 模 ， 且 rankn4= | 天 7 
<IK|=ranksr. 

(11) 首先 有 自由 左 及 - 模 玉 ， 它 有 基 {x1,…, xj 且 有 左 R- 
满 丢 g: 一 >B。 命 4 是 8 在 9p 作用 下 的 逆 象 ， 则 4 是 自由 模 ， 
日 ranksA<ranksF， 设 4 有 基 {yo Yn} < 则 命 c= 
DYy;),?= 1 ， 7， 就 有 B’ = 《Cl + C,), 

推论 13.3 主 理想 整 环 上 的 投射 模 是 自由 模 ， 

证 ”因为 投射 模 总 是 一 个 自由 模 的 子 模 ， 而 由 推论 13. 2 知 主 

理 臣 萱 环 上 自由 模 的 子 模 是 自由 模 ， 故 主 理想 整 环 上 的 投射 模 是 
自由 司 。 


13.3 左 遗 传 环 的 刻 划 


现在 我 们 将 给 出 Cartan-Eilenberg 关于 左 遗 传 环 的 一 种 刻 
刘 。 为 此 ， 上 先 证明 一 个 引 理 ， 
9l 理 13.1 设 P 是 左 R- 模 。 车 人 恒 可 补 成 交换 图 ， 


-< 
ead f 
人 人 3 OO" 


其 中 心 是 任意 内 射 左上 - 模 ，Q? 是 任意 左 尺 - 模 ，% 是 任意 大 只- 小 


TE 
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J 于 — Tm 一 


一 一 一 ~ 


de 


是 3 


六 是 任意 左 R- 上 映射 ， 补 型 的 g 是 产 开 -上 陨 射 ， 则 二 是 投射 左 


及- 异 、 
证 疙 虐 图 ， 
/ P 
f 


A 


共 中 4，4* 是 任意 左 尺 - 模 ， rt 古 任 意 左 RR- 满 射 f 是 任意 左 


-上 暴 射 . 
首先 总 有 一 个 内 射 左 并- 模 G 太一 个 左 R- 单 射 0, 4A 一 0， 


于 是 存在 左 R- 有 映 冉 0: 4” 一 > QW" 使 图 
: Pp 
1 
0 kertC eh > A 一 -一 > A ~ {) 


| | 


0 ykert > O > QO” my 人 
中 布地 正方 形 是 交换 图 .这 里 &7” = Coker(oi), 7 是 自然 同 态 映 
射 ， 上 、 下 两 行 都 是 短 正 合 列 。 又 ， 上 图 中 左边 正方形 当然 是 


艾 换 图 . 
扬 已 给 条 件 ， 可 补 成 交换 图 ， 
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其 中 补 出 的 7 是 左 R- 映 射 . 

不 难 证 明 imySimo。 事 实 上 上 ， 当 5EP 时 ,由 于 了 (p)EA* 
且 r 是 满 射 ， 故 有 aE4 使 fp) =zr0a)。 从 而 r?(p) = pf (Pp) = 
PT(Q)=xo(a)。 因 下 yp(p)-o(la)Ekerzr=im(t01?)。 所 以 有 
a Ekert 使 pv(p)~o(la)=oila’)=ola’)。 十 是 y(p)= 


cf(a+a )。 改 imySima。 

从? 0 一 > 才 是 Dr 一 >a， 共 中 G 江 足 5(a)=?(D)。 易 知 ? 
和 古 左 人 - 占 射 ， 且 cy = yy， 

现在 容易 看 出 下 图 交换 ， 


-一 
站 2 
| vy 
A A" 


这 是 因为 由 pr=xo， 有 Or = XO =XAy=pf， 而 PP 是 单 射 .、 
砍 ty =。 因此 性 是 投射 左 民 - 模 ， 

对 偶 上 蝶 ， 可 以 证 明 有 下 面 引 理 ， 

引 理 13.2 设 Q 是 左 R- 模 。 车 但 可 补 成 交换 图 ， 


其 中 ?是 任意 投射 左 R- 模 ， 三 是 任意 左 R- 模 ，g 是 任意 左 情 - 单 : 
射 ，f 是 任意 左 攻 - 上 映射 ， 补 出 的 g 是 左 玉 - 上 映射 ， 则 Q 是 内 射 左 


R- 模 ， 
定理 13.2 (Cartan-Eilenberg) 设 尺 是 环 ， 则 以 下 条 件 . 
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(DD 大 起 并 韶 柑 环 ， 

(ii) 投射 左 R- 模 的 子 简 是 投射 左 有 R- 模 ， 

Qi) 内 对 左 有 AR- 模 的 同 态 象 是 内 对 左 有 A- 模 ， 

证 (1) 沪 (11)。 由 推论 13.1 弛 得 ， 

(DD) 之 (i)。 设 @ 是 内 射 左 - 模 ,Q* 是 Q 的 一 个 同 态 象 ， 
-SyQ”， 我 们 要 证 明 Q7“ 是 内 射 左 及 - 模 。 为 此 ， 考 虑 图， 


p yp 
| 
O! 
共 中 如 ?是 投射 太 R- 模 ， 了 是 左 有 R- 模 ，9' 是 左 RR- 单 对 f 是 左 
不 - 觅 射 ，。 


天 为 由 已 给 茶 件 知 了 也 是 投射 左 R- 烧 ， 改 可 补 成 交换 图 ， 
A 


© > O* 


其 中 补 出 的 g 是 左 尺 -映射 。 
因为 @ 是 内 射 左 R- 模 ， 故 又 可 补 成 交换 图 ， 


/ 
中 
A? 一 及 全 
了 
人 
个 4 
,2 
”人 
py 
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SE 


其 中 补 出 的 5 是 左 R- 映 射 ， 
于 是 有 交换 图 
| 
P00) 


QO” 
这 是 因为 (p90)g =0(007 ) = 0g = 了 。 因 此 QY 是 内 射 模 。 
(11) 之 (1)。 这 7 是 有 的 一 个 左 理想 .我 们 要 证 明了 7 是 投射 左 - 
全-~ 模 。 为 此 ， 汾 虑 图 ， 
: 7 


| | 


7 
OO 一 -一 一 一 > 人 > 0 
其 中 人 是 内 射 左 民 - 模 ， QQ 是 左 RR- 模 ， z 雹 磊 上- 满 射 ， 1 是 在 斥 -. 
瑞 对。 | 
网 为 由 已 给 条 件 知 Q” 也 是 内 射 左 R- 模 ， 故 可 补 成 交换 图 ; 
1C > R 
a S 


其 中 补 出 和 的 g 是 左 R- 映 射 。 
因为 RR 走 投 对 左 R- 模 ， 政 又 可 补 成 交换 图 ， 
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£m en mm -~ 一- rr 


7 本 
OQ 一 一 一 一 一 一 > > (人 


共 中 补 出 的 6 是 无 人 -上 映射 。 
于 十 有 交换 图 ， 


I 
OF 
| 
0 > 0 


这 是 因为 (67) = (ro = gi?=f 了 。 因 此 7 是 投射 左 R- 模 。 故 尺 是 
左 焉 传 十， 


13.4 Dedekind 环 的 古 虹 定义 


Dedekind 环 原先 是 通过 可 逆 理 想来 定义 的 . 

定义 13.2 设 玉 是 交换 芍 环 ，Q 是 R 的 分 式 域 .再 设 了 是 玫 
的 理 咏 ， 帮 存在 @1,…, 0,.E 4， 0 qu 和 ECG， 满 足 : 

(i) ol ER, 1=1,.,n; 


(11) > qia; 二 1 


则 称 了 是 及 的 一 个 可 道理 想 ， 

。 容 曙 知道， 上面 的 /= <@1,…, ow 。 从 而 又 可 知 可 泌 理 想 是 
韭 稚 的 f .8g. 理想 ，。 

又 易 知 ， 父 换 整 环 的 非 零 主 理想 必 是 可 逆 理 想 。 

交换 禺 所 的 非 零 投射 理想 与 可 遂 理 想 有 密 团 关系 。 我 们 有 下 
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定理 13.3 设 尺 是 艾 换 整 坏 。 若 了 上 是 丸 的 埋 想 ， 且 7E0， 则 
7 是 投射 左 尺 - 模 ， 当 且 仅 当 了 是 束 的 可 逆 班 想 。 

证 设 了 是 投身 左下- 模 ， 则 存在 {asjRE 开 ESE7 及 左 R- 映 
射 集 to: 1—>RIEEK,)} i 湖 足 ， 
(1) 对 于 每 一 个 4€ 7 了， 儿 乎 所 有 9;,(a) = 0 


keEkK 
为 证 7 是 尺 的 可 逆 理 想 ， 我 们 先 来 找 9;。 为 此 ， 先 任意 到 定 
一 个 ET bs0， 并 对 RE 及， 定义 


Ug 


多 知 q: 写 5 的 选取 无 关 ， 且 几乎 所 有 qs = 0。 又 因为 6 夺 b = 
,9a(b) oa,, 下 不 能 所 有 9， = 0。 妈 人 此 不 为 零 ， 而 其 父 


EE 


4 上 为 零 。 随 之 融 有 (xz 本 dj,e 容易 知道 qu{ ESR,i= 1， “""y 7， 


一 一 一 


且 ，， Guiaa=1。 帮 了 是 已 的 可 道理 想 ， 


t=1 
反之 ,; 设 了 是 民 R 的 可 迹 理 想 ， 则 有 al， 四 CE 7 及 人 1 “9 qn EO 
使 9g,f 和 RR， 1 = 1, .1 日 >》,gia,=1, 全 
i = 1 
Qi: {—>R 
b -> qb, 


R= 1], 1. 甸 知 gi 是 左 R- 上 映射 ， 于 是 有 { al， "9 a } TR{p,. 《一 > 
RIRk= 1,…, nn} 消 足 、 对 于 每 一 个 4a€ 7 了 几乎 所 有 (9) =8， 卫 
G= 20Or(a)as，…aeE7。 改 7 是 投射 左 尺 - 模 。 


k= 1 


由 这 个 定理 立刻 知道 ， 若 尺 是 交换 整 环 ， 则 尺 是 Dedekind 
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LI. 一 — OO 一 一 


环 ， 当 且 仅 当 忆 的 每 一 个 非 零 理想 都 古 可 逆 理 想 , 而 原先 
Dedekind 环 吏 是 这 样 定 勾 的， 


一 一 人 ri 人 玫 eg, 


13.5 Dedekind 环 的 一 些 性 质 

我 们 指明 Dedekind 环 的 两 个 重要 性 质 , 即 有 下 面 两 个 定理 。 

定理 13.4 Dedekind 坏 是 Noesther 未 ， 

江 Dedekind 坏 的 零 理 想 是 1 ,g. 的 ，Dedekind 环 的 非 堆 
理 术 本 守 理 想 ， 也 是 fg, 和 的， 上 Dedekind 环 是 Noether 环 ， 

定理 13.5 设 尺 是 交换 整 环 ， 则 及 是 Dedekind 了 蒜 ， 当 且 仅 

可 除 五 - 证 总 是 内 射 有 司 。 

证 ”寿司 除 R- 模 必 是 内 射 RR- 模 ， 则 关内 射 模 的 同 坊 象 必 是 
可 际 模 ， 从 而 是 内 射 异 ， 吏 及 契 Dedekind 环 ， : 

及 之 ， 设 及 是 Dedekind 坏人 格 上 DD 是 总 一 个 可 际 左 R- 模 ，。 
为 证 慷 是 内 射 模 ， 考 虑 图 ， 


i 
1 
| 


DD 


其中 了 是 玉 的 一 个 非 零 理想 ， 了 是 左 民 - 肌 射 。 
过 为 了 7 是 六 的 可 游 理想 ， 训 有 有 (1， ‘aEl hq, g, EQ 


(Q 是 有 R 的 分 式 域 》 满 足 9:7 伍 RR， i=1,…,n 及 39i0;=1。 并 可 
i=1 


认为 co yc, 各 不 为 零 。 
内 为 品 是 可 除 左 AR- 模 ， 歼 对 于 f(as) ED 及 0 二 a; ER， 有 
QiE 六 使 

f(a) =ad, 1=1,2,.7, 

于 是 当 DEZ7 了 时 ， 和 有 
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PR 2 ie ie re 一 一 ,一 一 一 
一 " 了 


fb) -ff > oo ) = bY (qian)d, 


£ 二 1 


他 d = > (gia)d, ED, 则 有 / 


id=] 
f(b6)=bd, vbel7. 
现在 命 g: 一 >D 是 rr-->rd， 则 易 知 g 是 左 R- 有 映射 ， 且 江 
刻 看 出 下 图 交换 ， 


故 D 是 内 射 左 R- 模 ， 


314 ” 半 遗传 环 及 Prufer 环 


14.1 半 遗 传 环 及 Prifer 环 的 定义 


定义 14.1 设 R 是 环 . 若 R 的 每 一 个 f.g, 左 ( 右 ) 理想 都 是 
投射 左 〈 右 ) RR- 模 ， 则 称 R 是 左 ( 右 ) 半 遗 传 丈 。 若 尺 既 是 左 半 
遗传 环 ， 又 是 交换 整 环 ， 则 称 有 是 Prufer 环 。 

例 14.1 左 遗 传 环 是 左 半 遗传 环 ，Dedekind 环 填 Prufer 
环 . 

例 14.2 ” 若 R 是 左 Noether 环 ， 则 RR 是 左 遗 传 环 ， 当 且 仅 当 
忆 是 左 半 遗 传 环 . 

证 设 尺 是 左 半 遗 传 环 。 因 为 尺 原 是 左 Noether 环 ， 夏 RR 的 
每 一 个 左 理想 都 是 j.g， 的 。 因 此 尺 的 每 一 个 左 理想 都 是 投射 左 
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4- 横 。 所 以 并 是 左 遗 传 环 ， 
例 14.3 Von Neumann 正 则 环 是 左 半 遗传 环 . 
证 设 7 征 Yon Neumann 正则 环 R 的 任意 一 个 了 .g. 左 理 
起， 则 在 在 睿 等 元 ce 使 1= Re， 干 是 有 R= Re@mR(1-e),。 故 
/= Ae 息 扩 射 磊 KK- 模 。 因 此 尺 是 左 半 寻 传 环 。 


14.2 左 半 遗 传 环 的 一 个 性 质 


我 们 指出 瑟 半 遗传 环 上 自由 模 的 f.g. 子 模 的 一 个 重要 性 质 ， 
由 有 有 下 加 息 理 。 
定理 14.1 设 R 是 左 兴 遗传 环 ， 瑟 是 自由 左 R- 模 。 若 A 是 下 
准 一 个 了.g. 子 模 ， 则 屋 有 有 限 个 fg. 左 理想 攻 1,…, 了 ,使 
4 兰 1 中 … 中 7 
证 可 以 认为 正 关 0。 先 落 虑 下 有 有 限 基 的 情形 。 当 环 有 基 
tx 时 ,， 食 7=trEElrxccEd4， 则 了 是 尺 的 左 理想 ， 且 易 知 
2: 1 一 >A,， rt 一 >rXl 是 左 R- 同 构 映 射 。 故 A 硅 7. 
设 对 于 有 基 4y1…， ym}, Mm 之 4 的 自由 左 R- 模 ， 定 理 成 立 ， 
今 设 严 有 基 {xi,…,x,), 开 命 
玉 =4fCAx 中 中 作 x。1)。 
当 aE4 有 时 ， 有 了 唯一 表示 式 a=pD+rxs， 其 中 DERx 直 … 
PD Rx,_1, rER. 现在 命 
wm: A—>R 
G > r+， 


则 易 知 9 是 左 R- 映 射 ， 且 kergp = B。 于 是 有 左 R- 短 正 合 列 


9 
Uy > BO > 一 一 > [| ——>0 ( 甲 ) 


其 中 i=1img 是 下 的 左 理 想 ， 
因为 4 是 f.g. 的 ， 收 六 是 f.g. 的 ， 从 而 开 古 投射 左 丰 - 模 。 
履 (四 ) 可 裂 。 央 此 有 
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4 兰 六 中 也 (ZZ) 

央 兴 BB 是 自由 左 R- 模 RX 全 … 旬 Rx,_1 的 子 模 ， 且 由 〈 乙 ) 
和 1B 是 .4 的 一 个 同 态 象 ， 从 而 B38 是 f.g. 的 。 故 由 归纳 假定 知 8B 三 
7 中 由 7 其 中 7， “""s 7 是 六 的 fg. 左 理 想 ， 因此 A iO .…: 
DA, 

扣 企 考虑 一 般 情形 . 设 人 有 基 {x，|REK}, 因 为 4 是 f.g. 的 ， 
开征 在 有 限 个 Xi …, X34, 合 4 生 RXxi 国 … 名 Rxs,。 故 由 刚才 的 证 
肖 知 尺 有 有 有 限 个 f.g. 左 理 想 1,…, 了 7, 使 A 圭 11@… 介 TT. 


14.3” 左 半 遗 传 环 的 刻 划 

现在 我 们 给 出 左 半 遗 传 环 的 一 种 刻 划 ， 节 有 下 面 定理 ， 

定理 14.2 ” 环 玉 是 左 半 遗传 环 ， 当 且 仅 当 每 “个 投射 左 尺 - 
模 的 7. g. 子 模 都 是 投射 左 尺 - 模 . 

证 设 有 是 左 半 遗 传 环 ， 再 设 P 是 投射 左 R- 模 ，4 是 书 的 一 
个 f.g. 子 模 。 因 为 投射 模 总 是 一 个 自由 模 的 子 模 ， 故 A 是 一 个 自 
由 左 R- 模 的 f.g. 了 模 。 因 此 471@… 旬 1,， 其 中 每 一 个 六 都 
是 天 的 j.g. 无 理想 ， 从 而 每 一 个 六 都 是 投射 左 尽 - 模 。 因 此 .4 是 投 
射 左 羽 - 楼 . 

反之 ， 设 每 一 个 投射 左 R- 宰 的 f.g. 子 模 都 是 投射 左 R- 模 ， 
则 左 尽 - 模 玉 的 f. g. 子 模 是 投射 模 ， 即 环 R 的 f.g。 左 理想 都 是 投 
射 左 RR- 模 。 故 R 是 左 半 遗传 环 . 


14.4 Prifer 环 的 刻 划 及 Prufer 环 的 一 些 性 质 


为 了 给 出 Prufer 环 的 一 种 刻 划 ， 我 们 先 证 明 一 个 引 理 ， 它 
指出 了 f.g. 非 挠 模 的 一 个 重要 性 质 。 

5| 理 14.1 jf.g， 非 朱 左 R- 模 可 以 赔 入 一 个 f.g. 自 由 左 
R- 模 . 

证 这 时 首先 R 是 交换 整 环 . . 设 4 是 f.g. 非 挠 左 R- 模 . 我 
们 人 先 可 将 4 嵌入 一 个 内 射 左 R- 模 E，A> 玉 ， / | 


-和 
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{pp | 


TT — ri mh, 


命 
ow: A—>E/t(E) 


a >a(a)+t(E) 

其 中 帮 五 ) = {e EEB| 存 在 0 志 r €E R 使 re = 0} 是 的 找 子 柳 。 吻 知 
0 是 左 玉 -上 映射。 

项 0(a)=0， 则 c(c) Et 了 )， 故 存在 0 撩 rE 开 使 *rC(0a) =0。 
从 而 c(ra) = 0。 因 为 a 是 左 R- 单 射 ， 夏 ra = 0。 于 是 4 Et(A)。 己 
是. 非 挠 左 尺 - 模 ， 因 此 1(A) = 0。 从 而 6=0， 所 以 & 是 单 射 。 

设 Q@ 是 有 的 分 式 域 。 我 们 可 以 将 /1(E) 作成 左 Q- 柜 ， 印 C 
上 向 量 空间 : 

由 于 五 是 内 射 左 尺 - 模 ， 故 巨 是 可 除 左 尺 - 模 ， 从 而 忆 / 人 五) 是 
可 除 磊 民 - 并 。 故 当 办 E 已 JE) 0sSSER 了 时， 有 1 EB/t(E) 鸽 
m= smo。 艾 因为 BE/t(E) 是 非 挠 左 R- 模 ， 所 以 唯一 。 现 在 对 于 


mEER/t(E) 及 一 一 EQ， 其 中 r,sER， 且 s*0， 定义 
。 
m= rm 


容易 验证 /ti(E) 成 为 左 Q- 模 , 且 当 r EREQ, mE€R/t(E) 上 时， 
rm 作为 左 @- 模 /tCE) 中 的 元 与 作为 左 R- 模 上 /1(E) 中 的 元 是 
相同 的 ，。 

因为 4 是 jg. 左 尽 - 模 ， 故 可 设 4= Raj+…+ Ra,。 命 左 Q- 
模 刁 /ftE) 有 基 {toilyEy， 则 可 设 m (DEC 四 … 中 QQv，， 


i=1，…， nn。 因此 可 以 设 9(9) = 于 -do 1=1,…,n。 再 全 
2 


S 二 1] [s,s, wi= vi 1 11。 因为 01,…,v, 是 QW- 线性 


icl1 jw».! 
无 区 的 ， 帮 w … 四。 是 QQ- 线 性 无 天 和 的， 人 队 而 wy 也 。 是 及 - 线 
性 无 关 的 。 
现在 命 
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B= Ri®..@ Rw, 
则 已 均 f， pe。 目 由 左 人 大 - 模 ， 且 易 知 1 EB, 1=1,.",n, 改 有 


(六 
1 > 一 一 一 一 | 


旭 .4 可 以 舱 入 fg. 自 由 左 R- 模 B. 

现在 我 们 给 出 Prifer 环 的 - -种 刻 划 ， 即 有 下 面 定理 

定理 14.3 交换 整 环 尺 是 Prufer 环 ， 当 且 仅 当 每 一 个 fg。 
韭 撑 无 RR- 模 部 是 投射 左 R- 模 ， z 

证 议 信 是 Prifer 环 。 若 A 是 .8g. 韭 找 左 R- 模 ， 则 由 引 理 : 
14.1 知 4 可 以 典 入 一 个 f.g, 自由 左 R- 粹 十 是 4 是 一 个 自由 左 
玉 - 模 的 f.g. 子 模 ， 从 而 是 投射 左 R- 模 的 了.g. 了 于 模 ，。 帮 由 定理 
14.2 知 4 是 投射 左 R- 模 ， 

区 之 ， 设 每 一 个 f.g. 非 抄 左 R- 模 名 是 按 射 左 R- 模 。 命 
环 人 的 任意 一 个 下.g. 左 理想 ， 则 当 aEHK7) 了 时 ， 有 0xsrE 尺 使 
ra = 0。 但 尺 是 交换 整 环 ， 故 a= 0， 因 此 t( 了 1) = 0， 从 而 了 是 了 .gg。 
非 朱 左 天 - 模 。 改 了 工 是 投射 左 尺 - 模 。 关 此 尺 是 Prifer 环 ， 

志 后 ， 我 们 指出 Prufer 环 上 平坦 模 与 非 挠 模 之 间 的 美 系 。 
有 下 面 定 理 ， 

定理 14.4 设 R 是 Prifer 环 ， 则 右 R- 模 B 是 平坦 楼， 当 且 仅 
当 吃 是非 邱 模 。 

证 设 B 是 平坦 模 。 首先 总 有 一 个 省 及- 短 正 合 列 


其 中 厂 是 自由 右 R- 模 ， 
和 完 不 难 证 明 交 换 整 环 上 的 自由 模 是 非 挠 模 。 事 实 上 , 设 $ 是 
交换 整 环 ，C 是 自由 右 S- 模 ， 有 和 鞋 125 1) 则 当 zGKC) 时 ， 


可 设 = Duis. 因为 存在 0sSE” 使 z5=0,， 可 $1=0 ?》 - 
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1=1,…,m。 从 而 z=0， 因 此 GG 是非 朱 石 3- 模 . 

现在 设 5E1CB)。 则 有 0 起 r ER 使 br=0， 因 为 g 是 石 - 诺 
射 ， 故 有 x EF 使 w(x) =656， 从 而 p(xr) =0。 故 xrEkerg= 上 人， 
辣 为 也 是 平坦 右 尺 - 模 ， 故 对 于 尺 的 左 理想 Rr, 有 KNAFRr= . 
KRr，,， 由 于 xrEFRr， 故 xrEKNFRr=KRr。 因此 xr= 
Ririr+ 十 rf。 于 是 (x 一 rr 一 … 一 Rr)r=0。 因 为 是非 
撑 丰 RR- 潜 ,下 x = Rrit…+kRr, EK =kerg, 从 而 b= g(x)=0。 
因此 二 了) = 0。 故 B 是 非 挠 模 . 

反之 ， 设 B 是 非 找 模 。 因 为 非 撕 模 的 非 零 子 模 仍 是 非 朱 模 ， 
故 的 每 一 个 非 零 f.g. 子 模 都 是 f.g. 非 挠 横 ， 从 而 由 定理 14.3. 
知 B 的 每 一 个 非 零 f.g. 子 模 都 是 投射 模 。 因 此 B 的 每 一 个 fg. 子 - 
模 健 是 症 韦 模 。 改 由 推论 8， 4 知 B 是 平坦 模 ， 


$15 拟 Frobenius 环 


15.1 拟 Frobenius 环 的 定义 


定义 15.1 车 环 尺 既是 左 Noether 环 ， 又 是 右 Noether 处 

R 是 内 射 左 尺 - 模 ， 则 称 尺 是 拟 Frobenius 环 ， 或 QF 环 。 

例 15.1 半 单 坏 是 QE 坏 ， / 

证 设 R 是 闪 单 环 ， 则 每 一 个 左 R- 模 都 是 内 射 模 ， 因此 有 是- 
内 射 无 尺 - 模 。 又 因为 这 时 内 射 左 民 - 模 的 直 和 是 内 射 左 天 - 模 ， 故 
由 定理 10,.10 知 及 是 左 Noether 环 。 同 理 ，R 是 右 Noether 环 。 所 - 
以 是 了 

是 由 例 11.1 知 ， 当 G 是 有 限 群 ， K 是 域 ， 且 且 chark +|1G]|. 
时 ， KGEQF 下 

稍 后 我 们 将 证 明 ， 无 需 对 chark 作 任 何 限制 ， 人 CC 恒 是 QF 

环 。 这 是 QF 环 的 一 个 重要 例子 。 
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-一 -一 Ce -一 一 一 一 一 .一 一 一 -一 -一 一 - hb. 
一 一 一 一 一 人 一 = 一 一 一 = 一 


例 15.2 设 尺 是 主 理想 整 趟 ，7! 是 民 的 非 零 理想， 则 Rj [是 
QFE 未。 

证 设 7/7 是 R/T 的 任意 一 个 理想 ， 则 设 7 了 = R6 财 ， 荔 知 
/T= (R/D OD+7)、 故 /J /1 是 f.g、 左 R/7- 模 。 因 此 R/T 吓 左 
“Noetiher 声 ， 当 然 R// 也 是 Noether 坏 。 
力士 /1 是 内 射 左 R//- 模 ， 汶 虚 图 ， 


d 
1 R/T 


| 
| 
RH 


其 中 了 是 有 的 一 个 理想 ， 且 7 二 了，f 是 左 R/I- 映 射 。 

设 / = Rb。 不 难 证 昌 ， 存 在 ro ER 使 

Frp+7)=(r+)Orpo+7)，VYrER， 

事实 上 ， 设 7= Ra， 则 因 aE7SJI, 放 有 cER 使 4= cb 
又 由 7 了 sf0 知 cs0。 设 上 b+7)=s+7， 则 (c+)(s6+ 1)= 
(c+ 了 JTJ)Fp+TD=Fc+T)(O+ID))=Fa+7D)=0， 故 csET 
因此 有 ro。 ER 使 cso = roa = crob。 因此 s,=r0b。 从 而 当 r ER 时 ， 
forobrT)=f((r+ T(r I= (r+ Dfb+1I)= (r+ Ds t+) 
= 《r+{)(rob+ 1)= (rot+ 1)(rb+ 17), 

现在 命 g: R/T 一 >YR/T 是 r+ 了 一 > 《ro+ 了 (r+ 了)， 则 易 知 
8 是 左 R/T- 上 映射 ， 且 有 交换 图 ， | 


JC RR)] 


Kj] 
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故 R/[ 是 内 冉 左 R/T- 模 。 因 此 RR/I 是 QF 坏 ， 
油 兹 六 可 知 Z/(Z) (1 之 1) 是 QF 环 。 


15.2 拟 Frobenius 环 的 刘 划 


我 们 给 出 拟 Frobenius 环 的 一 种 刻 划 ， 即 有 下 面 定理 ， 

定理 15,1 环 R 是 QF 环 ， 当 且 仅 当 尺 既是 左 Noether 环 ， 
又 :和 Noether 环 ， 且 每 一 个 投射 无 尺 - 覃 都 是 内 射 左 尺 - 模 。 

汪 ” 设 R 是 QF 环 . 由 于 RR 是 左 Noether 环 ， 故 内 射 左 尺 - 覃 
的 站 各 是 内 射 左 有 R- 模 。 又 因为 是 内 射 左 R- 模 ， 收 首先 可 知 自 
由 左 有 R- 模 是 内 射 模 。 于 是 当 P 是 投射 在 有 - 模 时 ， 由 于 卫 是 一 个 : 
自由 左 有 R- 祝 的 一 个 直 和 项 ， 故 是 内 射 左 及 - 模 ， 

反之 ， 设 只 既是 左 Noether 环 ， 又 是 右 Noether 环 ， 并 且 每 
”一 个 投射 碟 民 - 模 都 是 内 射 左 R- 护 。 则 尺 是 内 射 左 尽 - 模 。 故 尺 是 
QFE, 


15.3 robenius 代数 


Frobenius 代 数 在 群 表示 论 中 有 重要 作用 .QF 环 与 Frobe- 
nius 代数 有 密切 联系 、 

定义 15.3” 设 情 是 威 上 有 限 维 结合 代数 ， 于 是 对 于 左 玉 -~ 
模 尺 及 天 天- 模 玉 ， 有 Homk( 玉 ,天 ) ,并 由于 及 是 (天 ,及 )- 双 概 ， 
故 晶 om: (R, 民 ) 是 左 R- 模 ， : 

若 有 左 R- 同 构 . 

Homx( RR, KR, 

则 各 是 趟 人 下 frobenius 代数 ， 

定理 15,2 域 玉 上 Fropenius 代数 是 QF 环 ， 

证 设 人 是 域 人 上 Frobenius 代 数 。 因 为 有 (并 ， 尺 )- 双 模 已 ， 
且 尼 作 为 右 民 - 模 是 平坦 模 ， 太 是 域 ， 从 而 是 半 单 环 ， 故 KK 是 内 
射 左 玉 - 模 ， 因 此 由 引 理 8. 3 知 Homx( 尽 ,天 ) 是 内 射 左 尺 - 模 。 所 - 
以 是 内 对 左 - 错 , 
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一 一 一 
一 一 


一 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 


一 -ww 


设 7 是 环 R 的 左 理 想 ， 且 10， 容 易 知 道 1 是 域 久 上 向 量 空 
辣 尽 的 子 空间 。 这 是 凡 为 设 1 是 环形 的 单位 元 则 当 hkREK， 
YCI 了 时 ， 有 Rx=(k1)x EI。 于 是 由 于 及 是 K 工 有 限 维 回 量 空 
申 ， 上 岂可 设 太 上 向 量 空间 了 有 搂 {x py XxX,}。 当 a E17 了 寻 ， 有 4 = 
RIXi+t 十 RX RCAK,, ?=1,…,n。 从 而 a= (ki11)Xi 二 …: 十 

(1)x， 政 7 是 /1.5g.、 左 R- 寞 。 因 此 并 的 每 一 个 左 理 想 邵 是 
了 .8g， 左 R- 模 。 所 以 RR 是 左 Noether 环 。 同 理 ， 玉 是 碳 Noether 
人 处 。 必 全 是 QF 环 ， 

现在 我 们 给 出 域 上 上 有限 维 结合 代数 是 Frobenius 代数 的 一 种 
充分 茶 件 。 有 下 面 定 理 ， 

定理 15.3 设 R 是 域 K 上 有 限 维 结合 代 数 。 若 存在 一 个 下 
人 -上映 叶 了 ，R 一 > 人 使 kerf 不 含 二 及 的 非 零 左 理 想 ， 则 名 是 
Frobenius 代数 ， 

证 当 rER 时 , 命 

9. R—>K 
x > f(xr), 
则 易 知 六. 是 左 AK -了 映射。 现在 命 
0. R—>Homx(R,K) 
r > 0,. 

则 为 是 域 ， 从 而 是 交换 环 ， 故 昌 omxr(R,K) 是 左 开 - 模 ， 
REK, EHom«r(R,K) 村, (RO) (x) = Rg(x), YXxER, 易 
知人 是 左 人 -号 射 。 

不 难 证 明 4 是 单 射 。 事 实 上 ， 若 0,=0, 则 0.(x)=0,YxER. 
全 了 = Rr, 则 /是 坏 R 的 左 理 想 , 且 当 rr€7 时 ,f(r'r)=0,(r’)= 
0， 放 /Ekerf。 从 而 7 =0。 因 此 r= 0， 所 以 9 是 单 射 . 

因为 域 和 上 回 量 空间 RR 有 限 维 ， 而 Homx(R,KK) 是 天 下 问 
主 窒 间 太 的 全 体 线 性 函数 作成 的 K 上 向 量 空间 ， 故 域 人 上 向 量 空 
间 Homx(R,K) 的 维 数 也 有 限 ， 且 与 域 上 向 量 空间 RR 的 维 数 相 
等 。 现 在 ! 是 左 K - 单 射 ， 放 0 是 左 KK- 同 构 映 身 。 
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但 是 易 知 9 也 是 左 R- 上 映射。 素 实 上 ， 当 r ,rE€R 村 ,4 (rr) = 
0 ri0rr)=r/0,， 而 当 XERIH， 丰 
0,,.(x) = (xr/r), 
(r’O (Cx) = 0.xr’) -f(xr’r), 
均 0Crir)=r/0《r)。 轩 此 4 是 左 R- 映 冉 ， 
丁 是 各 左 R- 同 构 ，Homx(R, 玉 ) 考 必 。 所 以 情 是 Frobenius 
代 约 。 
最 后 ， 我 们 给 出 域 上 Frobenius Cn 已 也 
是 QF 环 的 -个 重要 例子 ， 即 有 下 面 定 
定理 15.4 ” 设 K 是 域 ， 6 是 有限 竹 。 RCR Frobe-— 
nius 代 数 ， 
证 设 G- {gi=1; gz，…; gs}。 则 首先 知 KG 是 域 K 上 +n 维 
结合 代数 。 售 
f. KG—>K 
Rigit+ .+ Rk.g, > R, 
册 易 知 了 是 左 人 -映射 
大 了 是 环 KG 的 一 个 非 零 左 理 想 ， 则 有 
0Er= Rigit .+ Rg E17, 
故 至 少 有 一 个 使 得 
Ri 三 0。 
因为 gzfrE7， 而 jgTr)= 尺 二 0， 故 了 丰 kerf。 于 是 由 定 
理 15. 3 知 玉 G 是 域 氏 上 Frobenius 代数 。 


$16 局 部 环 
局 部 环 的 概念 与 环 的 局 部 化 及 模 分 解 成 不 可 分 解 子 模 生 和 了 时 


的 分 解 唯一 性 有 密切 关系 。 不 过 我 们 将 并 不 论 及 这 两 总 。 本 市 只 
给 出 局 部 环 的 刻 划 并 探讨 局 部 环 上 模 的 一 些 特 性 。 我 们 将 先 对 环 
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芍 Jacobson 根 作 一 极其 初步 的 讨论 . 


16.1 环 的 Jacobson 根 


痛 先 ， 不 难 证 明 非 零 f,g。 左 RR- 模 导 必 有 极 大 子 模 ， 这 时 放 
的 于 模 衣 叫做 入 的 一 个 极 大 子 模 ， 是 指 N 二 MM， 且 朋 没有 子 黎 记 
满足 人 NCPCM。 事实 上 , 设 8 = {KK 是 村 的 子 模 , 且 K 41)， 
则 易 知 人 2 对 于 集 的 “与” 成 为 偏 序 集 ， 刁 .器 有 极 大 元 寂 , 可 知 
的 任 营 一 个 极 大 元 素 都 是 六 的 一 个 极 大 子 模 ， 

由 此 又 可 知 ， 任 何 非 零 环 都 有 极 大 左 理想 ， 

现在 我 们 给 出 环 的 Jacobson 根 的 定义 ， 

定义 18.1 环 尺 的 所 有 极 大 左 理 想 的 交 时 做 环 尺 的 Jacobson 
根 ， 记 作 (天 )。 

因为 环 刃 的 极 大 左 理想 总 是 左 尺 - 模 民 到 一 个 单 左 民 - 模 的 一 
个 左下 -映射 的 核 ， 且 反之 ， 左 R- 模 RR 到 一 个 单 左 尺 - 模 的 磋 零 左 
-映射 的 楼 必 是 环 RR 的 一 个 极 大 左 理想 ， 故 有 | 

(RR)= Nkerf 

其 中 卫衣 历 左 R- 模 R 到 单 左 R- 模 的 左 R- 映 射 。 

由 定义 看 出 ，y (&) 是 环 RR 的 左 理 想 。 但 实际 上 它 还 是 环 RR 
的 理想 ， 即 有 下 面 定理 . 

定理 16.1 J(R) 是 环 R 的 理想 ， 

碍 ” 先 不 难 证 明 ， 对 于 任何 gE€EndsR， 恒 有 

g(O) ENR), vaE€EVR)., 

事实 上 ， 若 是 左 R- 模 尺 到 一 个 单 左 R- 模 信 的 一 个 左 R- 
幢 瑞 ， 则 fg 是 尺 到 信 的 一 个 左 RR- 鼎 射 。 故 当 a EV(R)〉 有 时， 
aCker(fg)。 从 而 g(a) Ekerf。 因 此 g(a) EJ (R)， 

现在 对 于 r ER,， 命 

hk, R—>R 
~ | 一 > Xxr, 

NACEndrR. 从 弄 有 
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帮 7( 尺 ) 是 环 尺 的 右 理 想 。 因 此 7(R) 是 RR 的 理想 ， 
现在 我 们 给 出 了 (CR) 的 一 种 刻 划 ， 即 有 下 面 定理 、 
定理 16.2 J(R)= {aE€RIRa 是 左 R- 模 R 的 小 子 模 }。 
证 ” 设 aEJ(R)。 车 Ra 不 是 左 R- 模 R 的 小 子 模 ， 则 环 R 有 

一 个 左 理想 BCR 使 R= Ra+ B。 易 知 呈 /B= ‘a+ B 是 循环 左 

R- 模 ， 且 不 为 零 ， 从 而 R/B 是 非 零 f.g. 左 R- 模 ， 故 R/B 有 极 大 

子 杆 7、 命 8: R 一 >R/B 及 f,R/B 一 > 都 是 自然 同 态 
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陕 射 ， 则 fg 是 左 尺 - 模 有 到 单 左 有 R- 模 -2) 的 一 个 左 R- 映 射 
故 fg(o) =0。 从 而 f(a+ B)=0。 因为 {a+ B} 是 /8B 的 生成 
系 ， 故 1=0, 但 明显 知 f0. 予 盾 。 故 Ra 是 左 了 - 模 R 的 小 

及 之 ， 设 5cE 天 ， 且 Ka 是 左 及 -模式 的 小 子 模 。 

合并 是 环形 的 任意 一 个 极 大 左 理 想 ， 则 MSEREe+ MCR， 从 . 
而 M=Ro+AM 发 GERoSEM， 因 此 aE7(R)， 

出 这 个 定理 可 以 得 到 下 面 两 个 推论 . 

推论 16.1 车 a9EJV(R), 则 1-a 是 有 R 中 可 逆 元 ， 

证 ”人 先 易 知 对 于 任何 bEJy(R),，1--b 在 尺 中 有 左 逆 元 ,这 
是 头头 尺 = R6+ RC(1 -5)， 从 而 RC(1 -6) = 玉 。 故 1 -在 丸 中 有 

今 设 GE (RE)， 则 有 >*ER 使 

x(1-G)=1。 〈 甲 ) 

因为 -=-xaEy(CR)， 表 1+xa 在 中 有 左 道 元 。 由 “《〈 甲 ) 知 
1+xG=x， 邦 x 在 RR 中 有 左 逆 元 但 ( 甲 ) 表明 x 在 斥 中 有 布道 
元 1~-G,， 吉 1-a 是 的 闻 元， 从 而 1-9 是 用 中 司 莫 元 ， 

推论 16.2 rER 在 请 中 可 诈 ， 当 了 导 仅 当 rJ(CR) 在 
/TCR) 中 可 逆 ， 

证 易 知 当 7 在 R 中 可 道上 时 ,必定 r+y7 CR) 在 R/V(R) 中 
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反之 ， 设 r+ (RE) 在 EK/V (A 中 有 诞 元 5+ CR)。 则 1 一 rs 及 
1 - sr 都 E7CR)。 故 由 推论 16.1 知 rs 及 sr 在 R 中 都 可 逆 。 于 是 有 
X,YyER 人 使 rsx=1，ysr=1。 专 ?在 有 RR 中 可 迹 ， 

我 们 进一步 绽 出 当 R/V (ER) 是 除 环 时 7 (ED) 的 一 种 刻 划 。 有 
下 面 推论 . 

推论 16.3 若 R/7(BR) 是 除 环 ， 则 7(R) 由 环 尺 中 所 有 非 可 
逆 元 组 成 ， 

证 由 /CAD)ECR 先 可 知 V (BR) 中 每 一 个 元 都 是 丸 中 非 可 道 
无 ， 而 当 0EJV(R) 时 ， 由 656+ VCR) 寺 0 及 RR/J(R) 是 除 环 ， 知 
+ VJ《R) 在 R/V(R) 中 可 逆 。 帮 5 是 RR 中 可 族 元 ， 

了 至 在 我 们 给 出 下 面 著 名 的 引 理 。 

引 理 16.1 (Nakayama 引 理 ) 若 4 是 /g. 左 尺 - 模 ， 且 
J(R)A=.4, 则 .A=0. 

证” 移 可 证 明 4 必 是 循环 模 。 事 实 上 ， 若 4 不 是 循环 模 ， 则 
可 设 4= ya 842， 且 {(c ao 的 任 一 真子 集 都 不 是 4 


的 生成 系 。 由 4=y(R)4， 可 设 a = 》， rip， 其 中 诸 ,ET(CR)， 
i=1 
EL 再 设 5,= DY_ 81j0j, ? =],……,1, 共 中 诸 sj EER, 出 I 


= Dj_TiSj， 了 =1,…,n 有 时 ， 就 有 uj EJ(R),， 且 


i=1 
qi = WiQ1 + 1 + WG, 
从 而 《1 一)ar= taQz 十 … 十 4ias。 因 为 4 EJCR)， 玖 11- 号 
中 可 站 元 ， 央 此 q1€ ao ya。 这 导致 {a2,…,a,} 是 4 的 一 个 
外 成 芝 。 夏 大 。 因 此 4 是 循环 模 。 


天 年 议 妈 = Ra。 则 由 7(CR)A= A， 可 设 4= rb;,， 雌 中 诸 


z 一 了 
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riEVCR)，0,EA， 设 b=sa，5iCR，i=1,，…,t。 则 记 


4= rs; 肝 ， 就 有 WEVCR)， 晶 (和 - 雹 a=0, 因 为 1-# 是 RR 中 


可 逆 元 ， 故 a= 0， 因 此 4=0. 
由 这 个 引 理 可 以 得 到 下 面 一 个 推论 ， 
推论 16.4 若 A 是 f.g, 左 R- 模 ， 则 J (R)A 是 4 的 小 子 模 . 
证 设 A 的 一 个 子 模 B 满 足 / 
J(R)A+tB= 4, 


41B = 但 易 知 全 人 + 加 = JCR)CA/B). 故 


A/B= J(R) (A/B). 

因为 4 是 1,g， 左 RR- 模 ， 上 A4/B 是 f.g， 左 R- 模 。 轩 此 由 
Nakayama5| 理 知 A/B=0。 从 而 B= 4， 所 以 CR) 4 是 4 的 小 
子 模 . 
16.2 局 部 环 的 定义 及 刻 划 z 

定义 16.4 者 坏 尺 有 且 仅 有 一 个 极 大 左 理 想 ， 则 称 灵 是 一 个 
问 部 环 。 

可 知 局 部 环 R 的 唯一 的 极 大 左 理想 就 是 尺 的 Jacobsoa 根 
J (CR). 

现在 我 们 给 出 局 部 环 的 一 种 刻 划 ， 即 有 下 面 定 理 ， 

定理 16.3 设 A 是 环 ， 则 以 下 条 件 等 价 ; 

(i) 忆 是 局 部 坏 ; 

(ii) RR/J(R) 是 除 环 ; 

(il) 到 的 任意 两 个 非 可 逆 元 的 和 是 非 可 逆 元 ; 

GY) 太 的 侈 体 韭 可 逆 元 作成 的 集 是 RR 的 理想 ， 

正 0) 全 (0。 我 们 知道 ， 若 一 个 非 零 环 除了 0 及 本 身 以 
小 没有 其 它 左 理想 ， 则 这 个 环 是 除 环 。 因 此 只 要 证 明 R/T(R) 除 
了 0 及 本 身 以 外 没有 其 它 堪 理想 。 为 此 ， 设 元 /7 (BR) 是 如 /7 (CR) 
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的 一 个 左 理想 ， 且 JR 六 有 7 (KR)。 于 是 的 左 理想 上 二 h， 
命 9 = {A 信 |X 是 RR 的 左 理想 ， 且 上 全 六 CR}, 则 易 知 2 对 于 集 的 
4“ 二” 泸 为 售 订 焦 ， 且 中 有 辍 大 元 素 。 命 凡是 妆 的 一 个 极 大 苞 
针 ， 则 二 SA， 且 立 是 尺 的 一 个 捅 天 左 理想 。 因 为 民 是 局 部 柬 ， 
这 汪 =v GO。 央 此 直 = VCR)。 从 而 上 /J《R) = 0。 这 研 王 日 本 
R/Y(R) 际 了 0 及 本 身 以 外 没有 其 它 左 理想 。 天 RR/J(R) 是 
除 环 
4 之 (ii。 内 为 R/V (R) 是 除 环 , 故 由 推论 16.3 知 /(R) 
由 尺 的 所 有 非 可 逆 元 组 成 。 因 此 及 的 任意 两 个 韭 可 逆 元 的 和 是 非 
可 和 过 泡 。 
(全 (CiY)。 命 了 7 是 环 尺 的 全 体 非 可 逆 元 作成 的 集 。 于 是 妆 
a,bEIT 时 有 a+bEI. 
不 难 亚 明 7 是 丸 的 左 理想 。 事 实 上 ， 考 存在 rrE 尽 及 acE7 使 
re 7， 风 ra 是 尺 的 可 赣 元 ， 所 古 5EGRR 使 ora = {ra)v=1。 命 
84= Vr， 出 #g=1。 均 4 有 左 逆 元 其 a4 是 尺 的 可 逆 匹 ， 则 c 将 有 
右 闻 元， 这 不 可 能 。 因 此 csE7， 又 因为 (1 -aa=0, 且 ass0， 
故 1. au 不 是 可 逆 元 ， 因 此 1- auyE7T， 于 是 1= (1 -ao +au€E7l. 
下 盾 。 拓 了 从 二 是 尺 的 左 理想 。 
用 同样 方法 可 以 证 明 / 也 是 号 的 右 理 想 ， 
QiY) 之 (i)。 命 工 是 环 尺 的 全 体 非 可 逆 元 作成 的 集 ， 则 7 
尺 笛 理想。 我 们 证 明 ，7 避 是 民 的 唯一 的 极 大 左 理想 。 
首先 因为 1E 已 收 7 二 开 . 阁 呈 的 一 个 左 丙 想 L 满 足 1CLESRBR， 
则 在 a€ 虐 且 a€E IT。 于 是 4 是 可 谤 元 ， 从 而 上 上 =。 天 了 是 RR 的 - 
个 谍 大 左 理 想 ， 
若 必 是 R 的 全 一 极 大 左 理想 ， 则 M 志 慷 ， 故 MM 不 含 可 道 元 ， 
从 而 多 S， 因 此 如 = 1。 这 束 证 明了 尺 是 局 部 环 ， 
”次 为 局 部 环 的 唯一 极 大 左 理想 就 是 它 的 Jacobson 根 ， 故 据 
前 型 南 霹 论 可 以 推 知 局 部 坏 的 一 些 基本 性 质 。 有 以 下 推论 。 
推论 16.5 设 且 是 局 部 坏 ， 其 唯一 的 极 大 左 理 想 是 J 
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Gi) 了 出 玉民 的 全 体 非 可 道 元 组 成 

Gi) 7/ 是 民 的 理想 ; 

Qi》 当 rEV 膨 ，1 一 + 是 RR 的 可 道 元 ， 

kiv) RR/J 是 除 环 ; 

(y) 如 A 是 f.g. 左 RK- 模 ， 量 JA= A, 则 4A=0， 
(vi) 在 4 是 /六 g. 磊 -人们 ， 则 vv 4 是 4 的 小 子 借 。 


18.3 局 部 环 上 模 的 一 些 特 性 


我 们 将 证 明 ， 局 部 环 是 IBN 环 ! 局 部 环 上 上 人 sg, 投射 模 是 自 
由 模 ， 局 部 环 上 了 ,9, 记 有 投射 双 往 ， 

定理 16.4 局 部 环 是 IBN 环 、 

证 设 尺 是 局 部 环 。 因 为 有 环 自 然 同 态 喘 身 

Qo: Rey R/TCR), 

且 p 闪 0， 而 R/7(R) 是 除 环 ， 从 而 R/T (R) 是 IBN 环 ， 故 由 定 
理 1,23 知 RR 是 IBN 环 ， 

为 了 证 明 局 部 环 上 模 的 另外 两 个 特性 ,我 们 先 证 明 下 面 
| 理 。 z 

引 理 16.3 ” 设 忆 是 局 部 环 . 再 设 4 是 fg。 左 RR- 模 ， 并 设 
{41,.… Go (n> 2) Dr 8 《ca 的 任 


一 真子 集 者 不 是 A 的 生成 系 。 命 修 是 有 基 {xi,…,x,} 的 自由 左 
导 - 模 ， 且 左 -映射 9; ce) 1 二 1,… ,nn。 由 
kerm J RF. 


证 设 hEkerg， 并 设 k= 并 rs 则 


7101 十 … 十 GO 一 0。 
党 REJ(R)F， 则 至 少 有 一 个 rEJY (人 )。 于 是 六 是 尽 的 可 道 
元 ， 从 而 (Ge Gi-1 Giri9 "90s} 是 4 的 一 个 生成 系 ， 了 矛盾 。 故 
er 三 (RE, 
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定理 16,5 局 部 环 上 jg. 投 射 模 是 已 上 j 模 ， 

证 ” 设 尺 是 局 部 环 ， 4 是 矿 g. 投 射 天 已- 模 ， 

有 -4=0， 则 了 4 是 目 由 模 。 

若 4=Ra，cs<0。 命 开 是 有 基 !x} 的 委 由 左 R- 模 ， 并 命 左 
RR- 时 加: 上 一 > .4 满足 9 (x)=a，。 则 有 左 &- 短 正 合 列 


0 ykerp Ce _ > 4»0 (1y 


kerg 二 ，、 讼 =rx， 则 ra=0， 若 rEJCR),， 则 r+ 是 RR 
的 可 迹 元 ， 从 而 a= 0， 子 盾 ， 赦 r EV (KR)， 从 而 REJV (RYF。 故 
keroc TR)F, . 
于 为 .4 是 抽 叶 模 ， 权 (1) 梧 供 ， 从 而 有 
F=kerotA’, A’s= A., (2) 
由 村 下 是 f.g 模 ， 可 知 ker® 是 .8g. 模 、 
和 《2) 易 舌 ! 行 


J (RF = J (R)kerw + (R) A’, (3) 
又 国 为 7 CR)kerm 守 kergp 三 J (CR)F， 政 有 
kero = J (R)kery® (kerg i VC(R) A’), (4) 
于 是 出 kerwm 们 (RR) A Ckerwmi 4/=0 知 
kero = J (RR)kero, (5) 


故 据 Nakayama 9| 理 知 kerm =0、。 因 此 了 = A， 改 A 是 自由 模 ， 

堪 司 ， 设 (91 Ge 《mn 宇 2) 是 4 的 一 个 极 小 生成 系 ， 并 命 让 
是 有 共 fv … 人 了 的 自由 左 太 - 模 ， 且 左 六 -映射 g: 一 > 4 满足 
gC) =G =1 70。 则 间 样 有 上 上 面 的 (1 、 (2 、(3)。 又 因为 
由 引 理 16,3 知 kerg 守 J 了 (CR)F， 故 同样 有 上 面 的 《4)、(5)。 因 此 
也 布 kero = 0。 法 而 严 = 4。 故 4 是 自由 模 。 

定理 16.6 ”局 涡 坏 上 上 jg。 模 有 投射 矣 访 。 

证 ” 议 尺 是 局 部 环 ，4 是 jg. 左 大- 换 。 

看 4=0， 则 4 十 投 和 英模 ， 当 然 4 有 投射 缆 许 。: 
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若 4= Ra，a 志 0, 命 F 是 有 基 {x} 的 自由 左 R- 模 ， 并 命 
9: 了 一 > 4 是 左 R- 上 映射 ， 满足 g(x) =a， 则 9 是 满 射 ， 且 由 定理 
16.5 中 的 证 明知 kerg 忆 J CR)F。 因 为 出 推论 16,4 知 7 (CR)F 是 下 
的 小 子 模 ， 故 kerg 当然 是 下 的 小 子 模 。 因此 记 是 A 的 一 个 强 髓 
覆 访 。 

最 后 ， 设 {q1,…,a,}(n 之 2) 是 .4 的 一 个 极 小 生成 系 ， 命 了 是 
有 基 {xi,…,x,} 的 自由 左 R- 模 ， 并 命 p: 卫 一 > A 是 左 K- 映 射 ， 
满足 p (xD) = a:，1=1,…,n。 则 同样 由 于 ?是 满 射 且 因 kergp 夺 
J 了 (R)F， 从 而 可 知 kerg 是 天 的 小 子 模 ， 故 到 是 4 的 一 个 投射 


下 题 四 


(1) 设 术 是 左 R- 模 。 若 对 任何 f.g. 子 模 序 列 
NEN,EC. CEN, EC. 

( 即 其 中 每 一 个 必 ,都 是 于 的 f.g. 子 模 ), 和 但 存在 正 整 数 % 使 入 ,= 
人， YR 之 1， 则 称 必 对 f.g. 子 模 满 足 升 链条 件 。 证 明 ， 老 左 
RR- 模 MM 对 f.g. 子 模 满 足 升 链条 件 ， 则 MM 是 Noether 模 。 

(2) 证 明 ， 环 


R= {(3 2 ) a,b ER, ceQ | 
是 左 Noether 环 ， 但 不 是 右 Noether 环 ， 
(3) 用 天 (4M) 表 示 堪 民 - 模 内 的 内 射 包 络 。 帮 并 是 左 Noet- 
her 环 ，{M IE7) 是 一 集 左 民 - 模 ， 证 明 ， 
中 (由 Ms 四 上 (0。 


(4)》 证 明 ， 除 环 上 的 每 一 个 模 都 是 内 射 模 。 
(5 ) 证明， 车 韭 零 交换 整 环 R 不 是 域 ， 则 RR 不 是 半 单 环 。 
( 6) 证 明 ， 半 单 环 是 左 Noether 环 ， 也 是 右 Noether 环 ， 
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(7) 证 明 : 环 RR 是 Von Neumann 正则 环 ， 当 且 公 当 每 一 
个 有 限 相 关 左 RR- 模 是 投射 左 RR- 模 ， 
(8) 征明 ;， 环 尺 是 Yon Neumann 正则 环 ， 当 开 公 当 到 扒 
每 一 个 f.g. 左 理 想 是 左 R- 模 R 的 一 个 直 和 项 . 
(9) 设 K 是 Yon Neumann 正 则 环 ， 命 
R={(R, Ra, Rn) [REK, f=1,2,..) 


并 定义 
(k,, Ps， …) + (Pi , Rk,, …') = (Ri+ Re,, Pa 二 Pa， “…)， 
(Rb Ras «o*) (R's Rs) = (hak, kak’, ). 

证 明 ， 


(1) 是 Yon Neumann 正则 环 ， 但 R 不 是 半 单 环 ， 
(ii 命 
T= { (ki, Rs，…) ER 几乎 所 有 8; = 0}， 

则 /7 是 平坦 右 R- 模 ， 但 不 是 投射 右 R- 模 ， 

(10) 议 n 之 1。 证 明 ; Z/(nZ) 是 遗传 环 ， 当 和 且 仅 当 n= 
PPP，…pP, 是 互 异 素数 的 积 ， 

“(11) 充 丰 是 左 Noether 环 ， 则 RR 是 左 遗 传 环 ， 当 且 仅 当 态 
的 每 一 个 左 理想 有 是 平坦 左 R- 模 ， 

(12) 证 明 ， 淮 单 环 的 Jacobson 根 为 0 。 

(13) 设 了 是 素数 ， 命 


R= (eeQlo, bEZ, (a,b)=1, (0,p)=1 | 
证 明 ， 是 局 部 环 . 
《14) 证 明 ， 局 部 环 中 只 有 0 及 1 是 究 等 元 ， 
(15) 设 左 K- 模 MM 既是 Noether 模 , 又 是 Artin 机 ， 车 


fEEndrM， 命 f*M= 月 产 ()， 广 =0-= 站 kerf 这 由 


f"= I。 证 明 ， 
=f1*MO@OfF "0, 
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且 f 在 f”"M 上 的 限制 是 左 R- 模 f“M 的 一 个 自 同 构 映 射 ， ff 在 f 
于 的 限 苛 是 甫 零 的 。 
(16) 这 严 人 - 模 朱 ss0。 帮 由 AM =4@ 有 必 有 或 4=0 或 
2 = 0， 则 称 左 K- 模 讶 不 可 分 解 。 证 明 ; 
(1) 右上 上 ndaM 是 局 部 环 ， 则 A 术 不 可 分 解 ， 
Qi) 若 衣 不 可 分 解 ， 且 左 R- 模 MM 既是 Noether 模 ， 又 是 
Artin 模 ， 则 EndrM 是 局 部 环 ， 


第 五 革 同 调 


从 本 章 起 ， 开 始 进 入 同调 代数 的 核心 部 分 。 
在 本 章 中 我 们 将 研究 同调 函 子 ， 加 法 函 子 的 导 来 沙子 ， 给 出 
调子 Ext 及 Tor 的 定义 ， 并 证 明 同 调 代数 中 的 一 些 基本 定理 . 
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17.1 及 - 复 形 范畴 R-Comp 


复 形 及 链 映射 的 概念 是 同调 代数 中 的 基础 概念 。 
定义 17.1 者 左上 -映射 序列 
A A > A —>..., EZ 《 甲 
满足 
qd ,= 0， ynE€2 
则 称 《 甲 )》 是 一 个 左 R- 复 形 ， 或 简称 复 形 ， 记 作 (4,d)， 或 简 
记 成 4。 其 中 d,,nEZ 岂 做 微分 ， : 
容易 知道 ， 当 ( 甲 ) 是 正 合 列 时 , (里 ) 是 复 形 . 
” 设 〈(A,4) 是 一 个 左 R- 复 形 。 若 下 是 R-mod 到 S -mod 的 一 


个 加 法 函 子 ， 则 当下 是 共 变 函 子 时 电 和 feS- 映射 序列 

SFOAS I) TIPOAN LVFA, ) >... 
是 一 个 左 S- 复 形 , 记 作 (下 (4) ,已 (d))。 妆 严 是 赣 朗 函 子 时 ， 易 知 
左 -了 上 映射 序列 


(4 一 4 
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Ta 一 
一 Ei — mee 


是 一 个 左 3- 复 形 ， 我 们 也 记 作 (f(A4), (qd)). 
定义 17.2 设 (A4,d) 及 (A,d’') 是 两 个 左 R- 复 形 。 帮 左 
下 -映射 1 4, 一 >A、 使 得 下 图 中 每 一 个 正方 形 都 是 交换 图 


dntil dn 
‘> A 一 > 4 一 一 > 一 一 >。 
fe f. ff 
dst YY, dn VY, 
一 一 > 一 一 一 > .4 — > A 


则 称 六 = {f lnEZ} 是 (4,a) 到 (A,d’) 的 一 个 万 R- 链 映射 ， 
或 简称 链 映射 ， 记 作 f，(A4，d) 一 > (4A4/,，d/') 或 (4, 4d) 
-二 > (CA,d’). | 

对 于 给 定 的 环 尺 ， 命 0bjR-comp 是 所 有 左 R- 复 形 作 成 的 类 ， 
Homr_ nen (dad), (4 ad')) 由 (A, d) 到 (4 和 ,d’) 的 所 
有 链 映 射 作成 ， 又 对 于 (4,d) 一 > (4/, qd’) 及 (A'，d’) 

f 

-一 > (A’”, dad’), 规定 (fe) ,= fp v NREL, 由 有 (A, d) 


站 > (41,d”). 易 知 R-comp 成 为 一 个 范畴 ， 叫 做 左 R- 复 形 范 
嘱 ， 或 简称 复 形 范畴 ， / 

对 于 f ,gE Homr_conp((A,d)，(A/，d’))， 定 义 (f +g)， 
= 了 ,+g YnE€2Z, 则 易 知 omxr-.。mo((A,d), (A',d’)) 成 为 加 
法 AbeL 群 。 又 , 在 可 以 实施 加 法 及 乘法 的 前 提 下 , 恒 有 (f+ g) 有 h 
= fh+ gh,p(f +g)= gf+ gg, 故 R-comp 是 一 个 预 加 法 范 团 ， 


17.2 第 nn 同调 模 再 。(A) 及 同调 函 子 H， 


定义 17.3 设 已 给 一 个 左 R- 复 形 (4,d)， 


dn dn 
‘> A,;,——>A4. 一 一 > A,.,— > 


由 dd,.:' = 0 imd ,Ckerd,. 命 
H,(A)= kerd,/imd,.,. 
及 《A) 岂 做 左 R- 复 形 (4， ad) 的 第 ”同调 横 。 它 是 左 尺 - 模 。 
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记 2Z,= 2Z,(4) =kerd,，B,= B.(A) = imd,。2Z. 的 元 素 电 
%- 循 环 ，B, 的 元 素 叫 n- 边 缘 。 于 是 
H.(A)=2./B,.= 2,.(4)/B.(A). 
现在 我 们 要 对 每 一 个 4EZ, 来 构造 R-comp 到 RR- mod 的 一 
个 函 子 瑟 ,.。 为 此 ， 先 证 明 下 面 引 理 ， 


引 理 17. 1 设 已 给 左 R- 链 映射 (4,d) 一 > (4 dy/) ,对 于 

1EZ， 命 
fi.(f), H(A)—> H(A’) 
z,+ B.CA)t—> ,2,) + BCA’) 

则 :7.(f) 是 左 R- 映 射 。 

证 我 们 先 证 明太 , (f) 是 映射 ， 即 f(z2,) + B. (47) 
E41, (A/) ， 且 它 由 z,+ B,C4) 唯一 确定 。 证 如 下 ， 

当 z,€2.(A) 时 ，d,(z,) = 0 。 再 利用 交换 图 


dd » | dn 
Tr 一 一 > A, > A — > 


i . 上 | 
nm. dnsyi : dng p 
NA A A, > 


由 f ,1d,(2,) = 0 知 df,(2,) = 0， 从 而 f,(z,) E2,(A')， 故 
f(z2,) + B,(A’) EH,(A'), 

若 z,.+ B,(A)=2z,+B.(A), 则 2z,.-2, €B,(A)=imd,,,. 
页 有 Ga 41 E 4 使 > 一 2。 =d,.1 (G+1), 于 是 了 ,(2,) — f,.(2.,) 
= f, (2 — 2.) =fd da) =air (ds ) Eima = 
局 (4 ). 因 此 /1 .(z)+ 了 Cd) = 了 (2，) + B,CA), 故 末 ,(f) 是 上 映 
射 。 

容易 验证 HT,(f) 是 左 R- 映 射 ， 

引 理 中 的 豆 。( 访 叫做 由 链 上 映射 确定 的 第 ?同调 上 映射。 

现在 我 们 可 以 构造 左 R- 复 形 范 畴 R-comp 到 R-mod 的 一 个 
销 子 于, 如下; : 


于 1 5 
B17 1 225 


rm 


(A,d》 的 第 n 同 油 模 ;7,(4) 与 之 对 应 ， 对 于 (4,d) 到 (47， 
d1) 的 左 尽 - 链 耽 射 F， 规 定 由 确定 的 第 ”同调 映射 如.(f) 与 之 
对 应 ， 则 易 知 右 ,是 R-comp 到 R-mod 的 一 个 共 变 函 子 ， 且 是 加 
法 函 子 。 书 ,叫做 R -comp 到 及-mod 的 第 "同调 孙子。 


17.3 子 复 形 ， 商 复 形 ， 核 复 形 ， 象 复 形 ， 上 核 复 形 及 链 映 射 序 
列 的 正 合 性 
定义 17.4 设 已 给 左 有 RR- 复 形 (A, 中 )， 


dn dn 
‘>A >A —> A,,, CO——> 上 学 中 


在 -人 复 形 (A ,dqd’). 


(tt 用 十 1 


- +- d 。 下 
=。 一 A,,, 一 一 一 > -一 -> 4， -人 >… 


() 4A4, 是 4, 的 于 模 ， vn€2， 
(ii) doc) =d,(a%), Va EA,, nEZ 
虽 弥 (A,d/') 是 (A,d) 的 一 个 子 复 形 ， 
议 《A’,d’) 是 左 R- 复 形 (4,9d) 的 一 个 子 复 形 。 命 
d . A/A.—>/A,_ /A,., 
a + A >d (a)+A,.. ， 
则 易 知 d, 是 左 R- 上 映射。 又 容易 验证 4d,d ,= 0， YnE2 因此 得 
到 左 R- 复 形 (4/4',d )， 
> A /A EE A /A —— > 
定义 11.5 复 形 (4/A/，4) 叫做 复 形 (A4，d) 对 其 子 复 
形 (A4/,d') 的 商 复 形 。 简 记 为 47/ 4 ， 
设 已 给 左 R- 链 映射 《4d) 一 > (4/,d/)， 则 易 知 当 * € 
kerf ,| 时，d,(x) Ekerf,-;。， 政 得 到 左 R- 上 映射 


d. kerf ——>Kkerf,., 


py 
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ie 一 


X HH>C (x 


这 时 当然 有 dd = 0，YVnEZ， 故 有 左 R- 复 形 (kerf,d )， 


A 


ykerf Ykerft -> kerf,..—>.. 
定义 17.6 复 形 (kerf; (d) 则 做 链 映 射 f 的 核 复 形 或 的 
核 。 简 记 为 kerf， 

可 知 kerf 是 (4,d) 的 子 复 形 ， 

设 已 给 左 尽 - 链 映射 (4 d) -二 > (4/，d/)， 则 易 知 当 x € 
Imf 人，ad xy)Eimp_， 故 得 到 左 民 -映射 


qd ,: im 一 一 >imr 


X FF 一 > QG (x), 


目 易 知 d.d,4, = 0，YnEZ。 因此 得 到 左 R- 复 形 (imf,q)， 


vimf Nim imf, > 
定义 17.7 复 形 (imf，d) 由 做 链 映射 /的 象 复 形 或 的 
象 ， 侧记 为 tmj. 
可 知 limf 是 (4A,d’) 的 子 复 形 ， 


设 已 给 左 R- 链 映射 《4，d) -> (41， qd/), 则 有 左 R- 复 形 


1mf， 从 而 有 商 复 形 4' /imf. 

定义 17.8 商 复 形 4 /imf 叫做 链 上 映射 /的 上 核 复 形 或 的 上 
核 。 记 作 Cokerf， 

瑟 后 ， 我 们 引入 链 映射 序列 的 正 合 性 概念 。 

定义 17.9 大 左 RR- 链 上 映射 序列 

A A > 

imf = kerg, 
则 称 紫 序列 在 中 间 项 4 处 正 合 。 这 里 两 个 左 尺 - 复 形 (XX,a) 与 
( ,B) 相等 是 指 4 .= 了 .，a.= 8.，YmnEZ。 
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易 知 左 R- 链 映射 序列 41 一 > 4 > 41 在 中 间 项 4 处 正 合 ， 


当 且 仅 当 4 一-> 全 一 > 人 在 中 间 项 4 处 正 合 ， YnEZ， 
车 一 个 左 R- 链 上 映射 序列 在 每 相 邻 三 项 所 组 成 的 序列 的 中 间 
项 处 都 正 合 ， 则 称 该 左 R- 链 上 映射 序列 是 正 合 列 。 
明显 知道 ， 左 有 -映射 序列 
.> 0 >0- >0 ——>.,.. 
是 一 个 左 R- 复 形 。 它 岂 做 零 复 形 ， 用 0 来 记 。 
定义 17,.10 ”者 左 R- 链 映射 友 列 
0 >4/ />A E>A' >0 
是 正 合 列 ， 则 称 它 是 短 正 合 列 ，。 
易 知 ， 左 六 - 链 映 射 序 列 
0 >A ->4-8>4r >0 
是 短 正 合 列 ， 当 且 仪 当 左 R- 有 映射 订 列 
0 —> A > A A > 0 
是 短 正 合 列 ， YnEZ，。 . 
定义 17.11 车 左 R- 链 映射 序列 
0 >4/ ->4-8>4 ->0 
是 短 正 合 列 ， 且 0 一 > 到 一 > 4 > 人 一 > 0 是 可 裂 短 正 合 
列 ，Y2EZ， 则 称 该 堪 人 - 链 了 映射 序列 是 可 裂 短 正 合 列 。 


17.4 同调 代数 基本 定理 


现在 我 们 亚 明 四 个 定理 ， 即 连接 同 态 定理 、 长 正 合 列 定理 
(也 岂 正 合 三 角形 定理 ) ,连接 同 态 映射 的 自然 性 定理 及 蛇 引 理 。 
它们 是 同 湖 代数 中 基本 的 定理 ， 
定理 17.1 《连接 同 态 定理 ) 设 


1 r 
0—>4— >A ft>4’— >0 


”一 一 一 一 


证 一 个 左 R- 链 映射 短 正 合 列 。 命 
9,: H.C(A”) —> 1 ,.,(A’) 
2 + BA) >iri dp ' (2) + B,.,(A’), 
这 里 pi'(x) 是 在 pp 作用 下 x 的 一 个 逆 象 ， 访 5， (y) 是 在 四- 作 
用 下 > 的- 一 个 还 象 。 则 3 是 左 人 -映射 。 
证 首先 有 交换 图 ， 


0 一 >4 -> A -> A4—>)0 
df df d’ 
fn Pne! 


YY . 
0 —> A... > A A —>0， 


且 久 中 上 上 上、 下 两 行 都 是 短 正 合 列 。 

3 当 z， CL.(A") = kerd“ 时 ， 由 于 p, 是 满 射 ， 故 有 a.E 4 使 ao。 
= pp (2,)。 因为 p,-1(d,p, (zs)) = p,-id, (a,) =d' pp, (a,) 
=d,(2n) =0， 故 dp (2%) Ekerp,- =imi,-:，。 因 此 有 有 队 一 
的 Ge EL- 使 gb (275) =i (a5), 邯 id,p7! (2') 
=da icEd4 .又 关 为 gid=0， 故 wii (ds。) 
=a-id pr (zs)=0. 从 而)-:dqs(a)=0， 于 是 
qd (ca )=10， 故 ild, pi! (2") =a%., Ekerd’,,., = 
<,-.:《A/) 。 因 此 当 取 定 在 p, 作用 下 2z5 的 一 个 道人 象 时 ， 他 2 
dpi: (2%) + B.A) EH (CA), 

若 取 p, 作 用 下 z 的 逆 象 是 a,， 则 按 以 上 步骤 有 唯一 的 
bEZ,-1(A') 合 i? Ld,p, (2") =6. 

因为 pe =2 = ps(0,)， 故 a, -a, Ekerp,=imi,。 从 而 
-as =i, (x“)， 共 中 x“E4,. 于 是 d, (a,) -d,(a,) =d， 
(a,-a) =dsi (x%) ， 又 因为 d, (gq,) =i,.1(a%-1)， 
qd (a)=i 1,160), is (Ca. 6b) = di x)=i de) 
因此 ai-=od (x) Eimd; = B_1 (A)， 于 是 a_i+ 
BC)=60+BCA’), BB irid.p7l(2,”) 二 万 (A’) 
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由 >。 惟一 确定 ， 

当 z% + 加， (AY) = 了 (A”) 时， 类 似 地 可 以 证 明 
i ld .pil(2") + BA )=iTLi dpi(w,) + 及 (4)。 页 3。 
是 映射 。 

容 扬 验证 3,. 是 左 R- 上 映射 ， 

定理 中 的 左 R- 贞 射 9, 叫做 机 (4A?) 到 恕 ,_1(47) 的 连接 同 态 
氮 射 。 丛 下面 的 定理 中 可 以 看 出 “连接 ”这 个 词 上 时 人 章 。 

定理 17.2 (长 正 合 列 定理 ) 设 

0—>A—>A- >A’—>0 


古 左 上 - 链 上 映射 短 正 合 列 ， 则 有 左 - 正 合 列 ; 


SH OATES CAT EH A) SsH, A) 
He pI a 


证 ”必须 且 只 需 证 骨 上 述 厅 列 在 万 (4 人 处、 如,(A*) 处 及 

11,.1(A') 处 正 合 
(i) 在 五 .(4) 处 正 合 . 

因为 当 z + 万 (4 ) EH,(A') 时 ，H,(p)H, (i) (2,/ +. 
B.CA))= pi2,) + BCA )= 0， 改 已 (bp) H(i) = 0 .因此 
im GG) CkerH,(p). 

若 z2, + B.C(A) EkerH, Cp), NM 总 (zz ) EB A)=imad,.,, . 
于 是 有 aid 使 p.(2,) = dila?,ri1)。 因 为 bl 是 满 
射 ， 故 有 acE 4 使 oil= 记 rd 。 艳 六 (2z。) = dn+ipnt1 
(ai)= bd 从 而 zddh Ekerb =imr。 因 
此 有 4%E4 使 z,-drm(asr) =i(ao)。 于 是 > -Po 
Oe 又 因为 加 0 ， 
所 以 1 id(ao)=0. 因 此 dao) =0. 从 而 a Ekerd， 
= Z, (A/), 流 可 H(i) (a,+ BB, a (an) + B, (A) 
= > +B,(A)， 故 kerIH,(p) 守 imI,(i). 


(1i) 在 H.《A”) 处 正 合 ，。 

3 2z,+B, (A)EH.(ANW, Hp) (2,.+ Bi(A))= 
9.(p,.(2,) + BCA =irL dpri(p.(2,)) + BL1(A )， 因为 可 
以 取 z, 作为 在 ? 作用 下 p,(z,》 的 一 个 族 象 ,而 d,(z,) = 0， 
故 3./.(5) = 0 .因此 imDH,(p) 导 ker2.. 

车 2 +B, i Ekera,, 网 2 CQ pp? (ycEB A) 
=imd", 故 有 oeE4 使 和 dp (2) =ad (a,) .因此 
d, pr! (2%)=id, (9)= di (0,)， 从 而 p31(2%) 一 让 (as) 
Ekerd,=Z,(A4)。 于 是 日 ,， (Pp)(pri(2%) -i(a) +B,(A)) 
= bp (2%) i, (a) +B, (A)) =2,+B. (C4), 所 以 
ker2, CimH.(p), 

(ii) 在 必 :4 ) 处 正 合 ， 

当 z+B,.(A’) EH.(A)NH, H.C(i)a, (2 + B.(.4”)) 
= HG Td piri) + BA )) =T 1d DZ )) 
+ B,C(A)=d,.p7'(2,)+B,.1(A)= 0. 故 im3, EkerH,.1(1i). 

基 2n_1+ B.CA’) EkerH ,1G), MR 12,.1) EB,_1 (CA) 
=imd,。 故 有 oa. E44, 使 i,_1 (2 ,1) =d,(a,), 于 是 p,_1d,(a,) 
= pt (24.1) = 0. 从 而 dp (a,)=0， 故 p,(a,) E€ 
kerd, = Z.(A). 而 83,.(p, (a,)+ BC(A”))=i,D'd,. p71i(p,.(a)) 
+ Bi (A’) =i2td, (a) + Br (A') =21+B,1 (A')， 故 
kerri,i (i) Sim3a : 

定理 17.3 (连接 同 态 映 射 的 自然 性 定理 ) 设 已 给 左 人 - 链 映 
射 区 换 余 ， 


0—>A ->A ?>A'— >0 
站， 1 (Z) 


0 —>C’ _ >C_2>C > 0 


817 同调 话 了 于 231 


且 其 中 上 、 下 两 行 都 是 短 正 合 列 。 则 有 交换 图 ， 


Hal{i HH 
SH A ETH A EYH (A) 
Ha(f) Hn(g) Ha，(h) 
H, (i) H,(g) 


一 人 (一 一 (CO—> H.C") 


3n Hi (A’) —— ye 


Hs-1(f) 
一 一 > 万 (C0) 一 >… 


且 其 中 上 、 下 两 行 都 是 正 合 列 。 
证 ”由 于 刁 , 是 共 变 消 子 ， 故 立刻 知道 有 下 面 两 个 交换 图 ， 


Hs,(i) Hsp) 


H(A’)—-——>H.(A) H(A)——>H.(A’) 
0n| jC) H,(g) H,(h) 
Fn,(i) Hs(g) 


H.C ) 一 一 > 已 (CC) 万 (CC) 一 一 > 厅 (CC7) 
因此 剩 下 的 只 要 和 证明 下 图 交换; 


H,(A’)—— >H,..(A’) 
| H,._1(f) 
H. (Cr) >H ,C7) 


所 谓 连 接 同 态 映射 的 自然 性 即 指 此 交换 图 . 
为 此 ， 我 们 先 画 症 交换 图 〈 乙 ) 的 详 图 如 下 ， 
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0 | 
PA d’ 有 
) n+ A?’ 
,+i : / 
A 一 一 一 一. "~! 
| | 
t A : 
Pasi : 
总 A 4 和 内 
. 4 A” -一 一 > 
Pr 
1 t [ 
/ | ! ! 
“| ;i i 
. | 1 
: Y 2 C” i i > Cnn.) 
C +1 ~” ”~ ~ 王 ， 
Yew Jan 
CC. Tmoenn rm Cr 
inti / 
4 y gu e* | 
/ py ‘ 
其 Ct! Cv 
Ci 


共 中 每 一 个 面 中 的 每 一 个 正方 形 都 是 交换 图 . 
- 妆 2z + 了 (47) ER,(A’)H, 有 yp Cy 
| at BA))= /iT ,e070h, 2 ， 
人 (CD) = 了 ad pi! (C2) 
和 一 全 册 
本 1 07I、(2) 一 上 0 pr! pe, 
7 | nn] ndn | ” 。， 
e a 人 -了 dd : (2%) 9 人 
_ 1 i -1d .bx1 (2%) = EC.q7.h,.(2,”)— gi 0 
Bra " p71(2") = e,(grih, (2") — gp: (1 ， 
a , “1(25))=h,.(2,) 一 Q.go 力 ?1 C2) 
而 tds 和 A ~ 9 
i i Co 他 get (2.) — gap?! (2. 
Crgd, 二 ne 
je .于 是 有 


| 
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人 


7 (1 eg (0) 一 1 07))》 三 es (Ww) 
= 7 (e,/ (w)), 
因此 774 e.97I 2) 一 dp (2 ) 三 en (全 ) 
Eime’ = B._.1(C’)。. 元 9 HH ,(h) = H.,-_1(f)9,. ~ 
定理 17.4 ( 蛇 引 理 ) ” 设 已 给 左 R- 上 映射 交换 图 ; 


MM >My 0 


| 
"| b 7 
OSN’ —>N—>N” 
其 中 上 、 下 两 行 都 是 正 合 列 . 
(i) 命 
m: kery— >Cokera 
x />i pp li(x”)+1ima 


则 9 是 左 尺 -映射 ， 且 有 正 合 列 : 


f i (7 
kera >kerd >kery— >Cokera——> 


CokerB—>Cokery, 
共 中 
< ，kerc 一 > 上 er 有 p’: kerB—>kery 
x > (x), yr—> py) 
oo; Cokera——>Cokerp t. CokerhB—>Cokery 
y’ +imarm>i(y’) +imp, z+imb > 7(2) timy, 


(ii) 若是 单 射 ， 则 5 是 单 射 ， 若 7 是 满 射 ， 则 r 是 满 射 
证 ”我们 只 证 明 g 是 映射 。 其 余 请 读者 自己 验证 ， 
易 知 证 1Bp "i(x”)EN’， 车 p(m)=Xx =p(m2) ， A 
mm- m2 Ckerp= 1m5， 从 而 有 x EM' 便 mi mz =<(x/)。 于 是 
i Pn) — ib(m) = 1 ps (x’) = i"lia(x/)=a(x/’) Eima。 内 


此 wg 是 喘 对 ， 
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，17.5 链 映 射 的 同 伦 


定义 17.12 设 已 给 两 个 左 R- 链 上 映射 4- 了 >A/， 车 存在 
一 集 左 -映射 5s= {5,: 4, 一 > 4,+11nE2Z}) 使 
l f.—g, = dnts, + Sid,, yneZ 


如 图 ， 
| d， 
/A > 4， 一 人 4- 一 人 > 
只 好 
So | 的 Sr 
x ds, | x dh 
“~ 一 一 一 人 A An 一 一 入 A mo 


则 称 了 与 8 同 伦 ， 并 称 s 形 成 该 同 伦 。 

入 知 链 喘 射 的 同 伦 是 一 个 等 价 关 承 。 
| 设 1. A 一 > 好/ 是 一 个 左 R- 链 映 对 ， 荆 是 R-mod 到 S-mod 的 

一 个 加 法 共 变 或 逆 变 函 子 。 定 义 7(f) 是 

1 (ff).=7(f), vn€Z, 
则 易 知 ， 当 了 是 共 变 国 子 时 ，2 (六 是 左 S- 复 形 有 (4) 到 T(A47) 
的 一 个 左 2- 链 映射 ， 当 是 逆 变 函 子 时 ， 7 (f) 是 左 S- 复 形 
了 CA’) 到 7 (4) 的 一 个 左 S- 链 上 映射 。 

容 艺 知道 ， 当 左 R- 复 形 4 到 A/ 的 两 个 左 R- 链 映射 f 与 g 同 伦 
”时 ， 帮 7 是 K-mod 到 S-mod 的 一 个 加 法 共 变 或 逆 变 函 子 ， 则 
了 (f) 与 7(g) 也 同 伦 . 

现在 我 们 证 明 同 调 代数 中 又 一 个 基本 定理 . 

定理 17.5 考 左 R- 复 形 4 到 水 的 两 个 左 R- 链 映射 与 g 同 
伦 ， 虽 它们 的 第 x 同调 映射 相等 ， 

: H.(f)=H,.(e), vn€Z. 

证 因为 1 与 g 同 伦 ， 故 可 设 s={s,; 4, 一 > 4.41 lnEZ} 
形成 同 伦 、 于 是 当 z,+ 8B8,《4) EH,《4) 时 ， 有 
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1 (z。) 一 gn Zn) = Qi 2.) + S10 (2,)。 
因为 qd.(z.) = 0， 故 f ,(2,) -gC2,) Eimd,+r1= B.A’), 从 
而 日,(f) (z,+ B.A)) = 日 ,(g) (2.+ B.A))。 因 此 H.(f)= 
H.(g), Yn€EZ. 


$18 导 来 函 子 


18.1 模 的 自由 分 解 、 投 射 分 解 及 内 射 分 解 

定义 18.1 设 4 是 左 R- 模 。 若 

SF FA >0 ( 甲 ) 
是 左 尺 - 正 合 列 ， 且 每 一 个 ， 都 是 入 由 左 R- 模 ， 则 称 《 甲 ) 是 A 
的 一 个 左 R~ 自 由 分 解 或 自由 分 解 。 

因为 任意 模 必 是 一 个 自 由 模 的 一 个 局 态 象 ， 故 对 任意 给 定 的 
左 R- 模 4， 总 存在 一 个 左 R- 正 合 列 

FPF.—>A—>0, 

其 中 所 ,是 自由 左 R- 模 ， 

设 kere 是 自由 左 R- 模 F， 的 一 个 同 态 象 ， 则 有 图 ， 


Fp dF > A>0 


中 A 


其 中 d= d'pi. 故 图 中 左边 三 角形 是 交换 图 . 

因为 pi 是 满 射 ， 故 ima, = imq' = kere。 仿 此 继续 做 下 去 即 
可 得 4 的 一 个 左 R- 自 由 分 解 。 因 此 每 一 个 模 都 有 自由 分 解 。 

定义 18.2 ”者 左 并 - 正 合 列 〈 甲 ) 中 每 一 个 六 ;都 是 投射 左 R- 
模 ， 则 称 〈 甲 ) 是 4 的 一 个 堪 尺 - 投 射 分 解 或 投射 分 解 。 
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Te———————— 


自由 分 解 当 然 是 投射 分 解 ， 因 此 每 -一 个 模 都 有 投射 分 解 。 
定义 18.3 设 A4 是 左 R- 模 。 阁 
0 A SE >E > >... (CO) | 
起 左下 - 正 合 列 ， 且 每 一 个 EE' 都 是 内 射 在 R- 模 ， 则 称 ( 乙 ) 是 .4 
的 一 个 左 人 -内 射 分 解 或 内 射 分 解 。 
因为 任意 模 必 可 单身 到 一 个 内 射 模 ， 故 对 任意 给 定 的 左 和 
模 4， 总 存在 一 个 左 R- 正 合 列 
0 —>A—>7', 
其 中 "是 内 射 左 有 R- 模 . 
设 E /ime 单 射 到 内 射 左 R- 模 El!， 则 有 图 ， 
Ce 


TF— -0 


5 
pp 


Ejime 


其 中 d? = f°6:。 故 图 中 右边 三 角形 是 交换 图 ， 

因为 六 是 单 射 ， 故 kerad" = ker6, = ime。 仿 此 继续 做 下 去 妈 
可 得 4 的 一 个 左 尺 - 内 射 分 解 。 因 此 每 一 个 模 都 有 内 射 分 解 。 

若 在 一 个 左 R- 复 形 


d n+ df， 
> 一 一 >C， 一 > (1 -一 > .…。 
中 ，C ,= 0 ， Yi<m， 共 中 m 是 一 个 整数 ， 则 可 将 此 复 形 写 成 


dn d m+ 1 
>C,—>C,.,—>...- ->C -一 > 0, 


同样 ， 者 C ;= 0，Y1>9, 其 中 9 是 一 合理 数 ， 则 可 将 此 复 形 
写成 


ds 
一 一 >C，- 2 一 一 六 


因为 在 一 个 村 的 自由 分 解 或 投射 分 解 的 右边 洪 0 后 六 得 到 一 
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个 复 形 ， 在 一 个 模 的 内 射 分 解 的 左边 添 0 后 也 得 到 一 个 复 形 ， 所 
以 可 以 认为 一 个 模 的 自由 分 解 、 投 射 分 解 及 内 射 分 解剖 是 复 形 。 

设 已 给 一 个 左 有 人- 复 形 

YY， ，… 一 一 > 从 > > 0. 

去 挥 M ， 可 得 一 个 左 人 - 复 形 

.> —>0， 

此 复 形 记 作 XX。 

同样 ， 设 已 给 一 个 左上 - 复 形 

7 0 >N_ yo yt > 

去 挥 入 ， 可 得 一 个 左 R- 后 用 

di 


0 yy >.. 


此 复 形 记 作 Y 了 x， 

于 是 当 已 给 左 开 - 模 44 的 一 个 投射 分 解 

P, Pre>P ->4 > 0 
时， 我 们 得 到 左下 - 复 形 

Pa: 人 >p, —>0， 

同样 ， 当 已 给 左 R- 模 #4 和 的 一 个 内 射 分 解 
EE, 0 -> 4 一 > Er > Fie >... 
了 时， 我 们 得 到 左 人 -~ 复 形 

bE, 0 —>E' > >... 


现在 我 们 证 明 同 调 代 数 中 又 一 个 基本 的 定理 ， 即 下 面 定 理 。 
定理 18.1 (比较 定理 ) 设 已 给 左 R- 有 映射 图 ， 


>， ,< 一 >X， 一 >4 —>0 


f 


+ da! 中 
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SS 


一 一 一 ， 


其 中 上 、 下 两 行 都 是 左 R- 复 形 ， 且 上 面 一 行 中 的 每 一 个 半 , 都 是 
投射 左 R- 模 ， 下 面 一 行 是 左 R- 正 合 列 。 则 存在 左 R- 链 映射 


f 
XA >X,, 
使 上 图 为 交换 图 ， 即 e/ 六 = fe。 且 任意 这 样 两 个 链 上 映射 必 闻 伦 ， 
证 因为 XX, 是 投射 模 ，e’ 是 满 射 ， 故 存在 左 R- 映 射 f 使 上 
图 中 最 右边 的 正方 形 是 交换 图 ， 即 有 交换 图 ， 


X,— >4 
用 | 
X ">A 


因为 8/ (Fad) = (e’f,) di= (fe)di= f (edi) = 0， 大 lm 
(fod) Skere' =imd1。 而 XX, 是 投射 模 ， 故 存在 左 -映射 
使 下 图 交换 
x 


ja 


jf (人 
4 一 >imd: 


Oo(x1 ) = aa CCxX1) VX CEA, 
于 契 立 刻 看 出 下 图 交换 ; 


XX 
1 
XY 


设 已 存在 左 R- 映 射 f。，f1，…，f。(n 之 1) 使 下 图 中 每 一 
个 正方 形 都 是 交换 图 ， 
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天， 一 ->X_， 一 ->… 一 -> 三 >/ 
FF fi | 
XX. 2 一 一 > …… 一 > 从 。 — >A， 


现在 来 作 了 ,+1 使 下 图 为 交换 图 ， 


dunt+i1 
ps 一 一 一 一 > 鳞 ， 


[7 
XX 


| 
furs | 
vy / 
Dp 5 一 
因为 q 。 (fd ,+1) 一 dv ) qd ,+1 一 (fi d.,) qd +1 
= (dd,r) = 0, 故 im (fd,n) Skerd,=imd,w。 而 
XX,+1 是 投射 模 ， 故 存在 左 R- 上 映射 ,+1 使 下 图 交换 ， 
| 


n+l 


fnd ns 


p ? ; 
Xl -imdy， 


YX na +1) = df 。 1K(Xw+1)y v Xn+l EX 


于 是 立刻 看 出 下 图 交换 ， 


这 样 ， 再 命 f: 了 ,= 0 一 > 三/ = 0 是 f= 0， YI<<0， 8 
知 满足 定理 要 求 的 链 映 射 了 存在 。 
设 链 上 映射 nh, 关 4 一 > 六 .也 满足 定理 的 要 求 ， 即 h 满 足 e/ hh， 
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= fe. 为 了 证 明 h 与 f 同 伦 ， 我 们 先 命 
3,.=10; 失 ,一 > 人 ,VC 0， 
于 是 有 
hi f=d' sits,d;,, vi<0, 
这 是 因为 当 i 0 时 ，j， 太 os 及 si -都 是 0 。 
因为 (ho~-fo) =e’ ho ef,=fe-fe=0, 故 im(h ~- fo) 
Skere' =imdi/， 而 Xo 是 投射 模 ， 故 有 左 R- 上 映射 S$, 使 下 图 


pF,, 
rr 
交换 


0 


| 
一 一 人 >imd 


0(x') = df (Xi1)， VX EX'. 
于 是 立刻 看 出 有 
h,— fo=d1’ so0=d1 sot+ sd 
因此 我 们 得 到 
hi fi= d's siids, VV i 0。 
设 已 存在 左 R- 上 映射 $,, s1,…， S55，(n 宇 0) 使 
hi fi= d's;+ ssid, Y 11， 
其 中 ss; 是 六 ;到 半 ; 4% 的 左 R- 映 射 . 
我 们 来 作 左 及- 映射 y。:1: 从 1 一 一 从 十 2 使 
hl 一 二 一 qd ;2S。+1 十 Sad .1， 
因为 di 一手) = d+ah,+ — qi- 
q :1S.q ti 一 hd -di- df 1S.Q ii = (1 - 疡 -di3.)， 


q .+ = (S。1G.)d ai= 0 ， 故 1im(R hi 一 一 Sd ii) Ckerd, ,i 
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一 


rr mm mr 
dl 


= imd', .2. 而 了 :是 技 射 模 ， 页 有 左上 人 - 卜 射 9 .+ 使 下 图 交换 ; 
nl 


hn fnri™ Sndntt 


Ximd’,, 

其 pls) = dh pap) VX EX 

于 是 立刻 看 出 有 

: ht+1— four = droS,+r1t sd il。 

半 此 4 与 f 同 伦 . 

定理 中 的 下 叫做 上 的 链 映 射 ， 

对 侦 地 有 下 面 定 理 ， 

定理 18.2 设 已 给 左 R- 员 射 图 ， 


e adi di 
0 一 > 本 -> 万 -> 万 [一 > 万 2 一 -> 
| 


f 
0 > BSF >F >F >..., 
长 中 上 上 上、 下 两 行 都 是 左 并 - 复 形 ， 且 下 面 一 行 中 每 一 个 二 :都 是 内 
姥 左 R- 模 ， 上 面 一 行 是 左 R- 正 合 列 。 则 存在 左 R- 链 映射 
FE, />F, 
使 上 图 为 交换 图 ， 即 fe= mf， 且 任意 这 样 两 个 链 映 射 必 同 伦 ， 
请 读者 自己 证 明 . | 


18.2 加 法 闪 变 沙子 革 的 第 nt 左 导 来 函 字 上 .TT 


这 二 是 人 -mod 到 -mod 的 一 个 可 法 其 变 国 子 。 
可 这 认为 能 一 次 性 地 对 每 一 个 左 人 - 模 都 已 选 定 了 一 个 投射 
分 解 ， 


当 妈 是 左 玉 - 模 时 ， 设 其 选 定 的 投射 分 解 是 
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re ee ee 


P, PP >A—> 0 
于 是 得 到 左 K- 复 形 


Pa: PP 一 > 
将 了 作用 到 PP, 上 上， 得 到 左 >- 复 形 
TP .TOP cu TOP) 一 >0、 


这 样 ， 就 得 到 复 形 TP, 的 第 ”同调 模 已 .人 )= 
ker7 (qd,)/im7 (di 。 它 是 左 2- 模 ， 
现在 命 
LT(A)= H,.(TP,)., 
当 已 给 左 R- 映 射 f, 4 一 > 8B 时， 首先 有 图 ; 


ad) z 
六， ‘>>P, “>A—> 0 
| 
Pp’, >P' ce P “> 有 >0 


共 中 书 * 是 克 的 选 定 的 投射 分 解 。 故 据 定理 18.1， 有 +/ 上 的 链 映 射 
f:P—>P, 使 下 图 交换 ， 


‘>P, pp, > > 0 


| | | 
dr e/ 


>P’ - PF, ——>b—> 0., 


从 而 得 到 左 5- 复 形 了 Ps 到 TP 的 一 个 左 S- 链 映射 7 (f ) ， 
且 易 知 TCfTCe) = T (el)T (Of). 
利用 链 上 映射 了 (了 ) ， 有 第 n 同 调 映 射 
H, (T(f)): H,(TP)—>H, (TP’,) 
z+imT (d,s) > Tf,) (2,) +imT (ds 41). 


现在 命 | 
LT(F) = H.CT (fF)). 
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L,T(f) 完 全 由 f 决 定 而 与 上 的 链 映 射 了 的 选取 无 关 。 这 是 
因为 车 另 选 f 上 的 链 上 映射?:， 则 由 定理 18.1 知 # 与 了 同 伦 。 由 于 TT 
是 加 法 共 变 消 子 ， 故 T 了 (1) 与 T(f〉 同 伦 。 因 此 由 定理 17.5 知 
H,(T (WW) = H, (TC(F)). 

容易 验证 L,T 是 R-mod 到 S-mod 的 一 个 共 变 函 子 , 且 是 加 法 
函 子 . : 

定义 18.2 二 . 忆 叫做 了 的 第 * 左 导 来 函 子 ， 

当 一 次 性 地 对 每 一 个 左 RR - 模 都 选 定 了 一 个 投射 分 解 时 ， 得 
到 函 子 L.T。 若 一 次 性 地 对 每 一 个 左 R- 模 另 选 一 个 投射 分 解 时 ， 
则 同样 得 到 7 的 左 导 来 函 子 ， 我 们 不 妨 将 它 记 作 工 ,了 了。 可 以 证 明 
L.T 与 L,7 这 两 个 函 子 本 质 上 是 一 致 的 ， 即 有 下 面 定理 . 

定理 18.3 上 ,7 与 7, 人 自然 等 价 。 特 别 ， 有 

LT(4) LT(A)，v 大 R- 术 A 

证 设 4 是 左 R- 模 ， 并 设 P 及 分 别 是 4 的 构成 L,T 及 天 了 
时 所 选 定 的 投射 分 解 。 据 定理 18.1,， 有 14s4 上 的 链 映 射 i P ,一 > 己 ， 
使 下 图 中 每 一 个 正方 形 都 是 交换 图 ， 


d: di e 
">P—>P—>P——>A—>0 


| $1 $0 li 
wu J Au 
ae 


八 人 £ 
Pp: ‘"—>Pp—>pi—>P—>A—>0. 


于 是 有 链 上 映射 T(i)， TP, 一 >TP,。 从 而 又 有 第 % 辣 调 映 
射 H.CT(O)): H,(TP)—>H,.TP). 
现在 命 ri= 互 .(7 (1))， 则 有 


ts; LT(A)—>LT(A). 


我 们 先 证 明 z 是 二.7 到 元. 人 的 自然 变换 。 这 也 就 是 要 证 明 下 
图 交换 ， 


LT(A)-— >L TA) 


LT(f) 4 了、 


Ln1T(f) 
LT (B)—™ >fTB) , 

为 此 ， 先 设 Q 及 分 别 是 B 的 构成 ZL,T 及 L,T 时 所 选 定 的 投 
射 分 解 ， 再 据 定理 18, 1 取 定 交换 图 ， 


di E , 
PF; ‘Pi€———-> Po———> f > 0 
fi \ 六 | 
| | 
¥ ei ¥ n 
0 一 Qi- 一 一 >Q, 一 一 > 忆 一 > 0 
~ 人 他 网 
全 一 > 六: > DD, > A—>0 
| | 
B80 . 
gi, i 、 vf 
0 一 > 一 一 >Q。 - > 避 一 0 
C 1 
Q 一 人 > 一 一 > 人 一 一 > 一人》0 
| 
1 to ‘1 
Y 和 ~ Vv A YY 
Ay) 全 ei 人 7 
Cy, QB—->0, 


了 丁 十 当 2 + im td EL,T(A) 时 ， 有 
tol, (f) C2, + imT (d,;1)) 
= ra(T (f,) (2,) + imT (e,;1)) 
= TU)T (F) (2,) timT Ce ,)) 
=T (tf) (2,) + imT (0,i), 
LT (fr (2,+imT (dy)) 
= 也 TCD (TO 2) +imT (Gy) 
=T (g)T GD) (2,) + imT (e,,). 
=T (gi,) (2,) +imT Ce 
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人 了 从 而 有 
rsL,T (Ff) = HTGF)) ,LT (fri= H,(T (ei)). 
但 是 由 交换 图 


di £ 
一 > 了, 一 一 一 一 一 4 一 > 0 


于 可 


rr 要 ~ 
一 > 人 > Cu 一 一 一 卫 一 > 0 


di £ 
一 一 > 一 一 一 > 一 一 > 一 > 0 
| oi | | 
‘0 0 >pB->0 


可 知 t 了 与 gf 同 伦 ， 从 而 Tf ) 与 了 (8g 让 同 伦 。 因 此 rsL,T(f》 
= 艺 ,T CP) r。 所 以 z 是 自然 变换 。 

再 证 明 r, 是 同 构 映 射 。 

先 由 定理 18.1 知 存在 链 上 映射 7; Ps 一 >》P4 使 下 图 中 每 个 正 
方形 都 是 交换 图 ， 


~、 他 ~ 人 
Pi 一 一 >P 一 一 >4 一 >0 


| 
Qi 


Pi 一 二 >Po 一 >4 一 >0 


di £ 
Pr->Pi 一 一 >4 一 >0 


i ji | 
di 


"> Dp, > 已 一 -> A—> 0 


dq 
Pd >p :>A >0 


on 


1 


>P >P ->A—> 0 


知 有 i 写 15 同 伦 ,这 里 1p= (2) ,= 1,0611nEQZ}. 从 而 7 了 Cj) 与 T (13) 
同 伦 ， 故 有 / z 
H,.(T (7D))= H,(T (1)). z 
容易 知道 (J) = 了 (7 了 人 .而 如 ,是 共 变 函 子 , 故 瓦 .CT (2)) 
= HT OH,.T OO)). : 
又 容易 知道 了 了 (15) =1zs。 改 HH,(T (12)) = ls 


因 此 得 到 末 ,(T (7)) 太 , (TG)) =1arsw。 同样 可 得 
HAT) 可,(T (7)) =1eurs 所 以 74= 太 ,(T (i)) 是 同 构 映 


射 。 这 就 证 明了 Z.7 与 5,T 自 然 等 价 ， 

这 个 定理 说 明 T 的 第 n 左 导 来 函 子 L.T 本 质 上 与 模 的 投射 分 解 
的 选取 无 关 。 

由 这 个 定理 可 以 得 到 下 面 推论 . 

推论 18,1 设 已 给 左 R- 模 4 的 一 个 投射 分 解 

P, PP  “ >A—>0, 

i 

K,= kerd,, n>1; K,=kere; K._,-= 

若是 R-mod 到 S-mod 的 一 个 加 法 共 变 随 子 ， 则 有 

LT(A=L ATK DSLTRD) SL TR) 2S. O 
LT(K, 1), Yn>1. | 

汪 表 亚 看 出 ， 左 人 -映射 序列 

‘SP, SP :>K, >0 

是 天 ,的 一 全 投身 分解。 为 了 aa 一般 的 投射 分 解 的 记 法 一 致 ， 我 
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们 将 下 标 修改 一 下 ， 命 
Q.= ,+ A,. = d,+1 nn 宇 1， 
则 得 到 ,的 投射 分 解 
Q. 900 0 >K,—> 0 ， 


其 中 7 (gq06) = di1(q0),Y qo € 1， 
于 龙 当 n 宇 1 时 ， 有 
LT (KO EH.(TQE,) =kerT (A.) /imT (AD = 


长 et 了 (d ,+1) /imT (ad 7) = HTPD) = (4)., 让 
LT (KEK,) ~ yh (K .1) 性 
因为 左 R- 映 射 序 列 


ds d, 


…—>P, >P, > 天 1 一 > 0 

是 天 ;的 一 个 投射 分 解 ， 赦 当 ?- 1 宇 1 时间 样 可 得 二 ,TT (KK),) 学 
LT (区 _) 。 

继续 作 下 去 ， 就 得 到 z 

LTAd)=L TKR OTLTOKR) "LT(K,), 
vn 之 1、 

定义 18.3 ” 当 取 RR-mod 到 XZ-mod 的 加 法 共 变 图 子 了 = 4A， 
时 ， 其 第 4 左 导 来 函 子 LT 记 作 

Tor (A, —). 


并 将 Tor” (4 -)(X) 记 成 Tor”(A4，X)， 
由 推论 18. 1 立刻 得 到 下 面 推论 ， 
推论 18.2 设 已 给 左 玉 - 模 8 的 一 个 投射 分 解 
Pp. > Pi >P, >B—>0. 
记 
K,=kerd,, n>1; 天 ,=kerey 天 = 也 
则 有 
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ee 
ie 


Tor, (4 B) = Tor” (4 K.) Tor (A, K,) 位 


十 
和 Tor (4, KK._), vn>1., 


定义 18.4 当 取 mod-R 到 mod-Z 的 加 法 共 变 国 子 了 = 
QaB 时 ， 其 第 n 左 导 来 芳子 上 ,了 了 记 作 
Tor (-,， 万 ) ， 


并 将 Tor'(-，B) (了 Y) 记 成 Tor” (上 ,万 )， 


同样 ， 有 下 面 推论 ， 

推论 18.3 设 已 给 右 R- 模 .4 的 一 个 投射 分 解 

三， ,，， _>P, >P ”>4 > 0 
记 


K.=kerd,, n> 1; [=keres K_=.A, 
则 有 / 
or,,, CA, B)=Tor® (K.:, B) Tor’(K,, B)e. 


eTor(K,1,B) ,Yn>1. 

按照 上 面 的 记 法 ; Tor, (4，-)(B) = Tor (4，P)， 又 有 
Tor”(-,B) (4)=Tor*(4,B) . 但 Tor*(A4,-)(B) 是 否 
等 于 Tor。(- ,B) (4)， 这 个 问题 将 在 第 七 章 中 解决 ， 


13.3 加 法 共 变 函 子 工 的 第 ?2 右 导 来 项 子 及 "T 
设 ! 是 人 -maod 到 -mod 的 一 个 加 法 共 变 函 子 。 
可 以 认为 能 一 次 性 地 对 每 一 个 左 尺 - 模 都 已 选 定 了 一 个 内 射 
当 A 赴 左 - 模 时 ， 设 其 选 定 的 内 射 分 解 是 
E. 0 一 -> 4 SE sR > 


一 和 和 村 
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re 


十 是 得 到 左 K- 复 形 


FE,. 0 ER > 
闪 7 了 作用 到 ,上 ， 得 到 左 >- 发 形 


0 d 
iE,, 0—>1(E') 了 (ED) TE) 一 一 > 


这 样 , 就 得 到 复 形 TE, 的 第 -n 间 调 模 H._,(TE,)= kerT(d")/ 
im7 ld"*-!) 。 我 们 将 它 记 作 石 "(TE,) 。 它 是 左 5- 模 . 
现在 命 
RT(A)= HH" TE,). 
当 已 给 左 R- 映 射 ?， 4 一 >B 时 ， 据 定理 18.2 知 有 上 的 链 上 映 
身子 ， 互 ,一 > 巨 。 使 下 图 中 的 每 一 个 正方 形 都 是 交换 图 ， 


d | 
0 -—>.4 > SE EF >. 


1 天 7 7| 


¥ 7 eo el 
0 一 -> 了 总 > > 


t 


其 中 下 是 3 的 选 定 的 内 射 分 解 。 于 是 有 第 -* 同 调 喘 射 刀 -7 (7))、 
它 由 了 依 定 ， 而 与 1 上 的 链 映 射 f 的 挝 取 无 关 。 我 们 将 它 记 成 
H" (T (f). 

现在 命 

RT (Ff) = H'"(T(N)). 

容易 验证 ， 尺 "7 是 R-mod 到 S-mod 的 一 个 共 变 函 子 ， 且 是 
加 法 梁子 ， z 

定义 18.5 RR"T 册 做 了 的 第 n 右 导 来 浮子 。 

营 一 次 性 地 对 每 一 个 左 R- 模 另 选 一 个 内 射 分 解 ， 则 同样 得 
到 7 的 第 2 右 导 来 函 子 ， 不 妨 将 它 记 作 R"T， 和 定理 18. 3 完全 类 
似 ， 有 下 面 定理 ， . 

定理 18.4 R"T 与 R" 自 然 等 价 。 特别 ， 有 

R*T(A) 宕 R*T(A)，Y 太 R- 模 A 
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请 读者 自己 证 明 ， 

这 个 定理 说 明了 的 第 n 右 导 来 沙子 R"T 本 质 上 与 模 的 内 射 分 
解 的 选取 无 关 ， 

和 推论 18.1 相 类 似 ， 有 下 面 推 论 。 

推论 18.4 设 已 给 左 R- 模 A《 的 一 个 内 射 分 解 


a dn 
£, 0 一 > A— >E' 一 >F >E >... 


记 
LL"=imd"”', nn 之 1; =ime。 
车 了 是 R-mod 到 S-mod 的 一 个 加 法 共 变 函 子 ， 则 有 
民 "+1T ODOLER TL) RTLYD) Fe RIT(L') ， 
VY1Hi>T。 
请 读者 自己 证 明 ， 
定义 18.6 当 取 人-mod 到 -mod 的 加 法 共 变 函 子 了 
= Homs (4, -) 有 时， 其 第 ?4 右 导 来 国 子 尺 "了 记 作 
Lxts(A,—),， 
并 将 上 上 xts(A, 一 )( 针 ) 记 成 Ezts (4A, 六)。 
由 推论 18. 4 立刻 知道 有 下 面 推论 。 
推论 18.5 设 已 给 左 R- 模 8 的 一 个 内 射 分 解 
0—>B _” A RS > 
记 
L"=imd""!, n 之 1; L'=ime. 
则 有 
Ext**!(A, B)Exts*' (CA, L) Ext (CA, LD) 
人 Exti(A,L"'), vn>1., 


18.4 加 法 遂 变 饮 子 工 的 第 nn 右 导 来 函 子 R"T 


设 T 是 R-mod 到 S-mod 的 一 个 加 法 逆 变 函 子 ， 
可 以 认为 能 一 次 性 地 对 每 一 个 左 R- 模 都 已 选 定 了 一 个 投射 
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分 解 . 
当 3 4 是 左 R- 模 时 ， 设 其 选 定 的 投射 分 解 是 

P. > 万 -< > -一 >4 一 > 0 。 

将 了 作用 到 左 瓦 - 复 形 已 ,上 ， 得 到 左 S- 复 形 

Tp, 0 >T(P) 二 TOP DTP 一 > 

这 样 ， 就 得 到 复 形 TP ,的 第 -n 辐 调 模 日 _,(TP)) 
=kerT(d,,D/imT(d,) ,我 们 将 它 记 作 瑟 " (TP)), 它 是 左 5- 模 。 

rR"T(AY= H"(TP,)., 

当 已 给 左 R- 鼎 射 f; 4 一 > B 时 ， 由 定理 18,1 知 有 上 的 链 映 

射 : 卫 ,一 ->Q。 使 下 图 中 每 一 个 正方 形 都 是 交换 图 ， 


Pp > P, 一 >4- > 0 


其 中 心 是 万 的 选 定 的 投射 分 解 ， 于 是 有 第 - nz 同调 上 映 射 瓦 _, (7 (万 )， 
它 由 了 确定 ， 而 与 i 上 的 链 上 映射 有 的 选取 无 关 。 我 们 将 它 记 成 
H" Tf)). 

理 在 盒 

R*T (fF) = H" (TF)). 

容易 验证 ， 有 7 是 人 -mod 到 -mod 的 一 个 逆 变 孙子 ， 且 是 
加 法 耻 子 。 

定义 18.7 A 叫做 了 的 第 2 右 卫 来 鸭子 。 

条 一 次 注 地 对 每 一 个 左 R- 模 男 选 一 个 投身 分解， 则 同样 得 
到 7 的 第 ” 右 导 来 函 子 ， 不 妨 将 它 记 作 R"T， 和 定理 18, 3 及 定理 
18. 4 翅 全 类 从 ， 有 下 面 定理 . 

定理 18.5 RR"T 与 自然 等 价 ， 特别， 有 

RT 之 RT(A),Y 左 R- 杭 4. 
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全 定理 说 明了 的 第 n 右 导 来 沙子 R"T 本 质 上 与 尝 约 投射 分 
解 的 这 取 无 关 . 
和 推论 18.1 相 类 似 ， 有 下 面 推论 ， 
推论 18.6 ” 设 已 给 左下 - 模 4 的 一 个 投射 分 解 


Pp, ”>P cy>P_ ”>4 一 >0. 
记 
K. = kerd,, n> 1 K,=keres K.i= 

若 了 是 -moG 到 S$S-mod 的 一 个 加 法 迹 变 函 子 ， 则 有 

R*AT (CA) = RIT(K DSRT(IR) SRT(K..), 
YV n> b。 

定义 18.8 当 取 天 -mod 到 Z-mod 的 加 法 逆 变 电子 
T= Homs(- ,4 有 时， 其 第 2 右 导 来 函 子 尽 "人 记 作 

Exti(—, A). 

并 将 Ext; (一 ,A4) (XX) 记 成 Ext (XX, 4)， 

由 推论 18. 6 立刻 得 到 下 面 推论 。 

推论 18.7 设 已 给 左 R- 模 8B 的 一 个 投射 分 解 


DP, PP >p—> 0 
记 
K.=kerd.,n> 1 K,=keres K.,=B, 

则 有 

Fxtr*'(B, A) = Extit! (Ki, A) & Ext*(K,, A) 宕 
Exti(K .1 A), vy n> 1., 

按照 上 面 记 法 : 上 xt3(A, -)(B) = 上 上 xt (A, B)， 又 有 
Exts(—,B)(A)= Exty(A,B), 但 Ext"(A, -)(B) 古 个 等 于 
上 Xti( 一 ,如 ) (AA)? 这 个 问题 将 在 第 六 章 中 解决 


18.5 加 法 逆 变 芳子 了 的 第 4 左 导 来 函 子 LT 
设 [ 是 上 -mod 到 S-mogd 的 一 个 加 法 逆 变 了 车子 。 
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可 以 认为 能 一 次 性 地 对 每 一 个 左 KR- 模 都 已 选 定 了 一 个 内 射 
分 解 。 

当 4 是 左 有 R- 模 时 ， 设 其 选 定 的 内 射 分 解 是 

已 ， 1 >4 2 >Fo dd Fi >Fs > 

冯 7 作用 到 左上 - 复 形 马上 上， 得 到 左 > - 复 形 

T(d!) T(do) 

TE >T(ED—— >T(ED)—— >T(E)—> 0., 

这 样 ， 就 得 到 复 形 TE 的 第 4 同调 模 HH,(TE,)= 
ker7 (qd /iimT7T (Cd"*)， 它 是 左 S- 模 , 


现在 合 | 
LT(A) = H., (TE,). 


当 已 给 左 尺 -映射 f, 4 一 > B 时 ， 由 定理 18.2 知 有 f 上 的 链 映 
射 7 ,天 , 一 > 书 * 使 下 图 中 每 一 个 正方 形 都 是 交换 图 ， 
0 一 > A— > 一 >E!— >... 
/| Ph | 
0 一 一 > 也 " >F' > 万 1- > ..， 
其 中 下 是 号 的 选 定 的 内 射 分 解 。 于 是 有 第 ?同调 映射 H,T (f)), 
它 由 f 确定， 而 与 i 上 的 链 上 映射 /的 选取 无 关 ， 
否 在 纪 


LT(f) = H, (TO). 

容易 验证 ，L,T 是 R-mod 到 S-mod 的 一 个 逆 变 沙子 , 且 是 加 
法 函 子 。 

定义 18.8 工 .TH 叫做 7 的 第 n 左 导 来 函 子 ， 

若 一 次 性 地 对 每 一 个 左 R- 模 另 选 一 个 内 射 分 解 ， 则 同样 得 
到 7 的 第 = 左 导 来 函 子 ,不妨 将 它 记 作 ,TT， 和 定理 18.3、18. 4 及 
18. 5 完全 类 似 ， 有 下 面 定理 . 

定理 18.6 工 .7 与 上 ,T 自 然 等 价 。 特 别 ， 有 

LT(A) 之 L.T(A)，VY 左 R- 模 4 
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oe re 


这 个 定理 说 明了 的 第 nn 左 导 来 雇 子 L.T 本 质 上 与 模 的 内 射 分 
解 的 选取 无 天 。 

和 推论 18. 4 相 类 伺 ， 有 下 面 推论 。 

推论 18.8 设 已 给 左下 - 模 4 的 一 个 内 射 分 解 

忆 : 0 一 一 > .4 ER OR > 

记 

L"=imd" li, n>1, LD=ime, 
各 ! 是 有 -mod 到 2 -mod 的 一 个 加 法 逆 变 国 子 ， 则 有 
Ll (4d) 衬 世 (0 罕 世 (ED 兰 … 宕 了 人 (大 ， Yn 之 1, 


18.6 马蹄 引 理 
现在 我 们 来 证 明 同调 代数 中 又 一 个 基本 的 定理 ， 即 下 面 的 


定理 18.7 (马蹄 引 理 ) ， 设 已 给 左 尽 - 觅 射 图 ， 


| 
Pp' P" 
“| I 
Pp” pp" 
28/ | Le 
0 —>A/—— ->4 >4 一 >0 


其 中 左边 竖 列 了 ' 是 4A/ 的 一 个 投射 分 解 ， 布 边 坚 列 了 是 4 的 一 
个 投射 分 解 ， 下 面板 行 是 短 正 合 列 。 则 耕 在 4 的 一 个 投射 分 解 
. >P, >P, ->4 > 0 


并 存在 i 上 的 链 映 射 f, Pi 一 > 下 :及 p 上 的 链 映 英 g: 
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——— OC 


TR Egg 


————— 


,一 > 了 4% 使 
0 一 > 六 >P, > 一 一 > 0 
征 可 裂 短 正 合 列 . 
证 命 人 ,= BP ， 则 PP, 是 投射 模 ， 时 有 司 黎 得 正 全 刚 
0 一 一 > [RL > 万 -一 >P 忆 7 一 > 0 ， 


扩 中 f(x/)= (x ,0), Vx’ EP pox yx 1) =x 4 ， Y (x/, x”) 
€f0=7 8P, “。 / : 


因为 二 “是 投射 模 故 可 补 成 交换 图 ， 


py 
0 2 “ 
ea dd 
Pa z 
n lt 
A >> A 
其 中 ao, 是 左 尺 -映射 ， 
命 


e: PP,.—>.4 
(XN) >ie’ (x’) + 0o,(x’) 
则 易 知 2 是 左 R- 上 映射 。 实际 上 又 是 满 射 。 这 是 因为 当 a€ .4 时 ， 
由 于 e 十 满 射 ， 改 有 x ”EC 使 p (a) =e”(x”) ， 从 而 p (9) 
= bouo(x )。 因 此 o-oo6(x*) Ekerp=imi。 于 是 有 a/ E 水 俩 
GOo《x ) = )。 从 而 有 x EL 使 4 -oolx”)=ie/ (xx )。 故 
a=?e/ (x /) 十 oo(x”)。 因 此 gs 是 满 射 。 


现在 证 明 下 图 交换 
0 ->P >P, >P ->0 
el | £ e’ 


事实 上 ， 妆 XxX EC, 时 ， sj (> )=EGX ， 0)=ie (x ), 


256 第 五 章 同 调 


Tr Er rr -rm 


页 sj =fie/， 而 当 (x/,x”) E 忆 ,有 时 ，sgo(x yx) = 8 (x’), 
pelx/, x )= pie’ (YX )+booGx =E COX )。 必 8 go= pe 

这 样 ， 我 们 已 作 好 了 第 一 层 ， 

当 向 上 作 第 二 层 时 ， 不 能 简单 地 完全 按 构 作 第 一 层 的 作法 来 


, 作 . 我 们 先 命 
KK =kere’, K,=kere, K.,= kere’” 
则 易 知 有 短 正 合 列 
0 一 > 天 HM skK 8 >FK >0 
且 有 交换 图 ; 


人 


这 里 / (x’) = f(x’), YX EK, go (Xx) = go (Xx), vx EK, 


现在 利用 图 
Pr PP,” 
| a 
ol Kk 5 > 天 -一 > 0 
0 


按照 作 第 一 己 的 方法 可 以 得 到 一 个 交换 图 . 


0 -一 > 三， 1 Pp 5 ,Pp > 0 


| 2 
Y 
0 一 > 下 ， -一 > 人 ,一 一 > 天 一 > 0 


其 中 上 面 横行 是 可 裂 短 正 合 列 ， 已 ;= 已 \ 四 已 ; 是 投射 模 ， 亡 是 
入 射 ，g1 是 投射 。 又 ，d1 是 左 R- 满 射 。 
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将 “于 )、( 乙 ) 两 个 图 控 起 来 ， 我 们 就 癌 上 作 好 了 第 二 县 ，、 
有 有 交换 图 ， 


而 县 中 间 竖 列 是 正 合 列 . 
按 此 逐步 向 上 做 去 ， 即 得 .4 的 一 个 投射 分 解 P 及 链 上 映射 ,pg 
满足 定理 的 要 求 。 
我 们 还 可 以 得 到 “立体 的 马蹄 引 理 ”( 即 下 面 的 定理 18.8). 为 ， 
此 ， 先 证 明 下 面 引 理 。 : 
引 理 18.1 设 已 给 左 R- 了 映射 交换 图 (立体 的 ); 


CO J C 
/ io 2 "| 
; D 
, » 
| Ey | 
2 7 / 


命 L=kerf, KK=kerg,，K/’=kerp，L/’=xwerg， 则 可 补 成 


By 折 图 |， 


上 小 
,KK -~ —> K 
pp Pd 
2 人 xz 
Rd l 1 . 
1 和 -一 -一 + 一 -一 -~ 一 -一 > L j 
: 
1 
C 
FP 
x 
DO >DD & 


其 中 补 出 的 x，y，z，w 虱 是 左 - 上 映射 ， | 
证 因为 1 (wj) = (fm)7= (bp8)7= 0， 故 imnj Skerf= 工 ， 
因此 可 以 命 x = 人 1771。 这 里 生 ! 并 非 i 的 逆 映 射 ， 而 是 指 取 i 作 
用 下 的 逆 象 。 同 理 ， 命 y = 六 1Es，z= fl0s， 节 = 则 首先 
可 知 最 高 层 四 个 竖立 的 正方 形 都 是 交换 图 。， 又 因为 xy = 计 1ncs， 
wz=1 15os= 人 和 1753S， 改 最 上 耐水 平 的 正方 形 是 交换 图 ， 

定理 18.8 设 已 给 左 R- 映 射 交换 图 ， 


0 人 4 A”—> 0 
| | | a (再) 
0 —>B/ i B_— >B’— > 0 


其 中 上 、 下 两 行 都 是 短 正 合 列 ， 

再 设 在 四 个 角 4/，A4”, B',B* 上 已 分 别 竖 起 它们 各 自 的 投射 
分 解 P ,PP ,Q’,Q”， 并 已 给 出 /于 的 链 贞 射 F/, P 一 >Q% 
及 fF" 上 的 链 映 射 F”; PP. 一 > Q%， 

则 可 在 4 ， 妃 上 分 别 坚 起 它们 各 自 的 一 个 投射 分 解 己 ，Q 及 
建立 /| 的 一 个 链 映射 已 , 己 , 一 >Q。 并 可 分 别 建立 i，s，j，t 下 
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J PE Se EE i -一 一 -一 


的 链 上 映射 7，g，，7 使 得 有 链 上 映射 交换 图 ; 


/ 8 

0 —>P!/ 1 一 一 和 请 1 27 7 —>0 
F/ FF | Pe | 
| | | 


Y < v 7 v 
0 QF -一 一 > 6， 一 一 一 QQ 一 一 > 0 
且 其 中 上 、 下 两 行 都 是 可 牺 知 正 合 列 ， 
证 。 我 们 从 (大) 出 发 ,一 层 一 层 地 问 上 作 ， 
先 来 作 第 一 县， 
根据 定理 18, 7 的 证 明 ， 首 大 可 以 作出 两 个 交换 图 ， 


7 
， -0 50 
0—>P’ 一 一 一 了 ,一 一 一 全 -> 0 
I | 
el/ 8 | er 
Y i; YY 
0 一 人 > 二” 一 一 >- 过 


tL 


> /A” 一 > 


其 中 户 o 是 投射 模 ， 上 而 一 行 古 可 讽 短 正 合 列 ，e 是 满 射 ， 


共 中 Qs 是 投射 模 ， 上 上 上面 一 行 是 可 型 短 正 合 列 ，6 是 满 射 。 
于 是 我 们 先 得 到 图 


/ ‘和 
加 六 一 全 
ho _ |] : | Fs 
上 | 一 | 
1 an | ] o 1! ry 
O00 ro 
| 0 和 


Eee 
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现在 只 剩 下 作 左 R- 上 映射 瑟 ,: Po 一 >Q, 使 得 图 (J) 中 凡是 
含 太 , 的 正方 形 都 是 交换 图 ， 

先 据 定理 18.7 的 证 明知 了 ,=P 了 BP,, e: PP, 一 >A 是 
(x/,X*) >ie/ (0xX7 ) +oo(x)， 其 中 co 使 下 图 交换 ， 


Dm 

oo | 
a 

A S A I 
一 


Q=Q.BQ, ,6.0 一 >B 是 (7 20) E>f6’(y') + 
3o《(y"), 其 中 使 下 图 交换 
Co 


| 


用 一 -一 一 一 一 8 


考虑 fo - ro 天 :了 一 > 有 ， 由 于 fo -rrPO) =tpro 一 
tv = fso06—- = =0, 故 im(fo,-rF') 
Skerf = imy， 但 0 是 满 射 ， 从 而 imy =imj6’， 因此 im (jc -. 
too) 和 imj0/ ,由 于 P ,是 投射 模 ， 故 可 补 成 交换 图 . 


~ ,Ps 
本 
)_ 
机 or 一 To 天 
如 
人 J 。 。 
0 一 一 一 一 一 一 > imjd 


其 中 补 出 的 ?是 左 R- 映 射 。 
现在 命 


了 一 > 总， 
(Xl XI CF (x) + yx ), F(x”)) 
则 易 知 已 ,是 左 尺 -有 映射 。 
区 后 ， 我 们 证 明 图 ( 丁 ) 中 凡是 含 已 ,的 正方 形 都 是 交换 图 。 
x EP, 时 ,EF Cx’)= F(x), 0), Fofo (x’) 
= FF, (x, 0)= (Fo (x) + 70), FC(0)) = (F(x), 0. 
EF = Ff,. 
3 (x/, x) EP HH, nF (x, x) = nF (x/) + p(X’), 
FY (x1)) = FP," (x’), Fgo (x/, Xx) = 百 (x). 艾 70 Fo1 
一 Fr go. z 
当 Cx/ , x) EP, WN, OF (x , x) = 0 (x/) + y(x’), 
F(X)) = 10 (P(x) tyXI)) + ro (Xx) = 710 F(X!)+ 
(foo— TTF) C(x) +t rE, (xr) =j6F’ (x/) + fo,(x’), 
felx/s, x”)=f(ie’ (x’)+oo (Xx))=fie’ (x/) +fo, (x”) i 
= yj ef (x’) + fo x’) = 10 PF/ (x’) + fo lx”), 故 0 了 P= fs, 
这 样 ， 我 们 就 已 经 向 上 作 好 了 第 一 层 。 
在 定理 18. 7 的 证 明 中 ， 当 作 好 了 第 一 层 以 后 ， 用 核 来 过 渡 即 - 
可 同上 作出 第 二 层 。 这 里 同样 用 核 来 过 渡 (利用 引 理 18, 1) 即 可 
向 上 作出 第 二 层 。 然 后 继续 向 上 作 去 即 得 ， 
定理 18.7 及 定理 18. 8 的 对 偶 也 成 立 ， 即 ， 将 定理 18.7 及 定理 
18. 8 中 所 提 到 的 投射 分 解 都 换 成 内 射 分 解 ， 定 理 也 成 立 。 请 读者 ， 
委 己 证 明 ， 
18.7 “长 正 合 列 ” 定 理 
本 面 我 们 曾经 征明 ， 当 已 给 一 个 左 R- 链 映射 短 正 合 列 时 ， 
可 以 得 到 一 个 由 左上 -映射 及 同调 模 组 成 的 长 至 合 列 (定理 17.2). 
现在 我 们 证 明 ， 当 已 给 一 个 左 刃 - 短 正 合 列 时 ， 也 可 以 得 到 一 个 
长 正 合 列 ， 即 有 下 面 定 理 。 
定理 18.9 设 已 给 左 R- 短 正 合 列 
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> A”—> 0 


0 一 一 > A/’——>.4 
再 设 了 是 R-mod 到 S$S-mod 的 一 个 加 法 共 变 或 逆 变 明子 ， 
(1) 三 是 共 变 隐 半 ， 则 有 左 S- 长 正 谷 列 
SL TA EL ILTN “YL TC40 一 > 
LT AD SL TA LT AN 一 > 
-一 > 


FTCd4) 一 >LTC LT(A’)—>0 


及 
0 一 全 民 7 ( 4 ) 一 > 尺 0( 一 >> 屎 0 (0 一 >- 
ee se 一 一 人 
Rn" 
RT OAS RT A TDRT A) > 
RAT A) SIRNAT CA) > RT (CAN) — >, 


这 里 的 4. 及 c, 我 们 将 在 定理 的 证 明 中 说 明 。 

人) 车 7 是 逆 变 函 子 , 则 有 和 (iD 类似 的 两 个 堪 S- 长 正 合 列 ， 
只 要 将 (的 两 个 长 正 合 列 中 的 47 换 成 41，A* 换 成 4 ， 并 将 : 
所 换 成 二 (六 ， 了 (六 换 成 了 .7 (2),R"T Gi) 换 成 RT (p)， 
人 7 (切换 成 R 7 GD ，6. 及 ca, 作 相应 改变 . 

证 我 们 公 对 共 变 函 子 的 左 导 来 光子 进 和 证 明 。 其 余 情形 可 
以 完全 类 似 地 证 得 . | 

设 构 作 人 ,1 时 A' 及 4 的 选 定 的 投射 分 解 是 了 ”及 P”。 于 
是 根据 定理 18.7，A 有 一 个 投射 分 解 (也 未 必 是 构 作 工 ,T 时 4 
的 选 定 的 投射 分 解 ), 并 分 别 有 i 上 的 链 上 映 对 ?及 p 上 的 链 映 射 g 使 得 


0—>P, > 方 8 >P’,,. >0 
丰 可 和 列 短 正 合 列 ， 
因此 对 于 每 一 个 nEZ， 有 可 裂 短 正 合 列 


fs 


0 一 > 已 一 ”> 万 Po 0 


因为 加 法 限 子 保持 可 歼 短 正 合 绰 |， 因此 对 于 每 一 个 7EZ， 
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有 可 裂 短 正 合 列 
0 一 >T (PP STB,) (eS 

从 而 有 短 正 合 列 
， 0 一 一 > TP ND TBP, 

于 是 据 定 理 17.2 知 有 左 S- 长 正 合 列 
一 >) TCD (pp,) 


TCg。) 
(e") T(DP.)—>0 


了 
(8) 一 一 > 人 三 一 > 0,， 


H,(T(g 
Sp (TP) 


HTPI)— >.., 


其 中 a, 是 连接 网 态 映射 。 而 这 陨 是 正 合 列 


Hn(T(H)) 全 na(T(g)) 
一 一 一 一 一 > 


一 人 了 TCD) LTC4d) SL “1 (A”) 


3 


> 上 .17 (A’) 
扬 定 型 18.3 知 上 ,了 与 志 .7 自然 等 价 ， 有 左 S- 同 构 映 射 rs 


L.T(4) 一 >L,T(4) , 且 在 该 定理 的 证 明 中 我 们 已 县 体 地 作出 
了 tw 及 Tr?1。 用 此 容易 验证 下 图 中 每 -个 正方 形 痢 是 交换 图 ， 


Ha(T(f)) A 


HCTipg 
LT (4) LT "0 8) 


Li (A’”) 


'] LT |r Ta LaT 
SYA EDL LH) TA) 


>, TA) -一 人 >… 
1 


dn 


Lf (A YS 


因为 上 面 横行 是 正 合 列 ， 故 下 面 棋 行 也 是 正 合 列 。 册 此 并 知 
9. 恰 是 同调 模 到 同调 异 的 连接 同 态 映 射 ?,.. 


18.8 连接 同 态 映射 的 自然 性 
我 们 痛经 查 明 过 连接 同 态 映 射 的 自然 性 定理 (定理 17.3). 现 
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在 我 们 证 明 连 接 同 态 鼎 射 3, 在 为 一 种 意义 下 也 超自然 打 。 这 里 我 
人 只 研 汞 变 函 子 的 左 寻 来 畏 了 进行 过 论 。 有 下 面 定理 ， 
定理 18.10 设 已 给 左下 -映射 交换 图 : 


; 


0 —>A’ _>4 -2 >A’-. >0 
"| | fp C1) 
0—>B'— >B— 2 >Bv >0 


其 中 上 、 下 两 行 都 是 短 正 合 列 ， 
若是 有 -mod 到 -mod 的 一 个 加 法 共 变 函 子 ， 则 有 交换 图 ， 


2 


LT (A’) LL17 (A’) 


LL,T(f?) 二 


了 .TB 六 -一 > 工人 (B7) 


证 人 先 在 图 (I)〉 的 四 个 角 和 4 , A, B',，B" 上 竖 起 构成 L.T 
时 它们 各 自 的 投射 分 解 P'， P,Q’, Q"， 并 作出 /上 的 链 映 射 
Fi/，P% 一 >Q%, 及 f7 上 的 链 上 映射 F7, P% Q',。 然 后 根 
据 定理 18.8， 在 图 ( 工 ) 中 的 .4 处 竖 起 它 的 一 个 投射 分 解 PP， 在 B 
处 竖 起 它 的 一 个 投射 分 解 @, 再 作出 上 上 的 链 映射 已; 也/ 一 > 日，， 
并 分 别 作出 i, p, 7, 9g 上 的 链 上 映射 |，p，j，g， 使 得 有 链 上 映射 交 
换 图 : 

0 一 >P 一 ”> 户 _ 2 >P >0 


下 7 FF Le” 


人 mm 
二 


0 一 >Q， -一 >0,— >0%,— >0 


且 其 中 上 、 下 两 行 都 是 可 裂 短 正 合 列 。 
”用 工作 用 时 就 得 到 链 映 射 交换 图 
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一 一 一 - OO 


TC Tp) 


0 —-> TP', > TP, 一 一 一 一 > 大 一 一 (0 
了 (7 TCF TEhe 
( | | | LT 
TT T : 
0 —> TO%, OTO, VTO,,— >0 


因为 对 于 每 -个 nE€Z， 有 可 裂 短 正 合 列 
0 一 一 > 疡 ， 四 Pp" pe 一 一 > 0 
而 人 二 加 法 国 子 ， 它 保持 可 裂 短 正 合 列 ， 改 对 每 一 个 2EL， 都 
有 可 究 短 正 合 别 


6 —>T (PP. ) > — >T(P Is)> T (OP’)——> 0. 


到 此 银 (CE 中 上 出 一 行 是 短 正 合 列 。 同 理 ， 图 (ET) 中 下 而 一 
行 也 是 钴 正 合 别 ， 
于 是 据 定理 17,3 知 有 交换 图 ， 
H,.(TP’,) — >H,, (TP) 
Hn.(TCF?)) Ha(T(F’)) | 
H.,({ Ga >H,.,(TQ’,) 
也 肥 有 有 交换 图 ， 
LT(A)— yyL,_T(A’) 
六 TCF 并 TCF) 


1 7 B7) -> 工人 (B’) 


习 题 五 


(1) 证 明 ， 左 及 -和 揽 形 (4,d) 是 左 民 - 正 合 列 ， 当 且 仅 当 
ii,(A)= 0, YnEwz, 
(2) 设 在 左 R- 复 形 (4, qd) 中 ，d。= 0，Yn€EZ。， 证 明 ; 
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OOOO a 


H.(4) ~ A, vneZ. 

(3) 设 ! 是 人 -mod 到 人 -mod 的 一 个 正 合 的 共 变 函 子 ,下 了 明 ， 
对 于 每 一 个 无 民 - 复 形 4， 恒 有 

HA ET H(A)), vneZ. 

(4) 证明， 在 左 R- 复 形 作 成 的 范畴 R-Comp 中 ， 一 个 左 R- 
链 鼎 射 了 , (4,d) 一 > (4 qd) 是 一 个 等 价 态 射 ， 当 且 仅 尖 每 一 个 
了, 是 左 R- 同 构 映 射 。 

(5) 设 1(A",d'，) |REK} 是 一 集 左 R- 复 形 ， 命 

Dd ne: 中 人， 一 人 > 中 全， 


keEAR 


(es On ， 和 a )， …) 上 广 一 > CQ (a > "ys Q (qa), “…) 
基 得 到 左 R- 复 形 


"> 由 4 和 | 一 > 中 人 一 -> 中 人 一 
二 福王 Ft 二 AEK 


将 此 复 形 记 作 ( @ 4 由 de 5， 证明 
H.(®@ A HA), vn€Z. 
EK 才 反 天 


(6) 设 /1 (4 ad) 一 > (A/,d') 是 一 个 左 R- 链 映射， 
证 明 ， 在 左 R- 复 形 作成 的 范畴 R-Comp 中 ,A/kerf 与 :mF 等 价 . 
(7) 设 已 给 左 R- 链 映射 短 正 合 列 
0—>CA sd) Ad) > A dr) > z 
i 记 Z.(A) = kerd,’, 2,.(A) = kerd,, Z,(/A4”) = kerd， 证 
4 了 /imd > A/imd,r—> A."/imd’ ii 一 > 0 


¥ " ¥ 
0 —>Z4,-1(A’)—> Li 一 一 > LA 1(47) 
且 其 中 上 、 下 两 行 都 是 正 合 列 . 这 里 人 /是 ev.+ ima ,FF 
dd, (a ) ， ”和 目 助 。 

(8) 设 已 给 左 太 -映射 交换 图 . 
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其 中 每 一 列 是 短 正 合 列 ， 且 墩 下 面 两 行 是 短 正 合 列 。 试 用 蛇 引 理 
吕 长 正 合 列 定理 证 明 最 上 面 一 行 是 短 正 合 列 ， 
(9) 设 已 给 左 R- 链 映射 短 正 合 列 


0 A dy) Ad) >(A,d"). >0 


证 明 ， 基 (A,d’) 及 (4Y,97) 帮 是 左 R- 正 合 列 ; 则 (4,d) 也 是 左 
RR- 正 合 列 ， / 

(10) 设 已 给 左 R- 链 上 映射 x»)，(A,a) (4 ad) ,车 存在 一 

集 太 有 R- 贞 射 {85,: 4，。 A ,ri|nEL) 使 
f, =a%,4s,+s8,10,, YnE€EZ, 

时 称 了 是 零 同 伦 的 。 证 肖 :， 看 1; (4 dl) (A,d) 是 零 同 伦 的 ， 

寺中 1 = 1 则 (4a) 是 左 尺 - 正 合 列 。 

(il) 设 六 g 是 (4,o) 到 (4 ,ad ) 的 两 个 左 RR- 链 上 映射, 若 矿 是 
R-mod 到 5S-mod 的 一 个 加 法 共 变 沙子 ， 证 明 ;， 下 (f) 与 F(g) 
同 伦 , 

(12) 证 明定 理 18, 2， 

(13) 叙述 并 证 明定 理 18.7 (马蹄 引 理 ) 的 对 偶 。 

(14) 设 人 是 KR-mod 到 S-mod 的 一 个 加 法 共 变 孙子 , 且 了 是 左 
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正 合 的 。 证 缠 ， 尺 27 与 了 7 自然 等 价 . 

(15) 议 0 一 全 ,一人 > 大 > 局->0 是 左 下- 下 从 
|， 其 中 请 ,人 1 …, 卫 ,i 都 是 投射 左 R- 模 ， 9 宇 1,. 关 1 是 kK-mod. 
到 3-mod 的 一 个 加 法 共 变 函 子 ， 则 存在 5, 7 使 

0—>LT(A) ——>T(K)— >T(P,.)) 
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Ext 及 Tor 是 两 种 极其 重要 的 导 来 国 子 。 它 们 是 同调 代数 
的 基本 人 赋 究 对 象 。 本 章 对 疼 子 上 xt 作 专 门 的 讨论 ， 
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根据 在 第 五 章 中 给 出 的 定义 ,Exts(4, -)= RHom,(4, 
-) ，Exts(--,B) =R"Homas(-， 呈 )， 并 曾 同 时 用 下 xt: (4， 
Bp) 记 上 xta(4，-)(B) 及 Exti(-，B)(A), 这 里 留 下 了 一 
个 问题 ，xts (A, 一 )(B) 与 Ext3(-, BB) (A) 是 否 相 等 ? 
在 这 个 问题 得 到 解决 以 前 ， 我 们 先 记 
Exti(A, -) = R"Hom, (A, -), 
Exts (A,B) = Ext" (A, ~) 0B), 
exts(—,B)= R"Hom,s(—,B), 
exts (A, B) = exts (~—,B) CA). 


19.1 关于 Exts (4,B) 


首先 ， 大 7 是 人 -mod 到 S$S-mod 的 一 个 加 法 共 变 范 子 ， 则 
易 知 当 n< 0 时 恒 有 
R*T(B)=0,，vY 左 R- 模 B， 
因此 当 取 了 = 日 oms (A, - ) 时 就 得 到 下 面 定理 、 
定理 19.1 当 n<<8 时 ， 
Exts(A,B)=0,。Y 左 R- 模 A 及 B. 
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现在 考虑 n= 0 时 的 情形 ,我 们 有 下 面 定理 ， 


定理 19.2 Ext%(A, 一 ) 与 Homas( 4 一)》 昌 然 等 价 . 特 
别 , 有 


Exts(4,B) 守 Homs(A,B)， VY 左 R- 并 A4 及 8B. 
证 设 左 R- 模 B 的 选 定 的 内 射 分 解 是 


E df di | 
E, 0—>B——>E-— >Fl—>FE——>... 


z d? 
llom,(A4, —)E,: 0 —>Homs (A, E') ~—>Hom,( A, 
di 
FD)—>Hom,s (A, FF?)—>... 
因此 得 到 | 
Ext?(A,B) = ker d® /imd™, 。 
因为 Homan(d4， 一 ) 左 正 合 ， 页 有 正 合 列 


Ex Q 
0 一 一 上 oma( A, B) —>Homi( A, 玖 0) 一 一 > 


Hom, (A, EF!) 
所 以 kerdy =1Imex ， 且 ex 是 单 射 。 


现在 合 
rs: Homas(.4, B)— SExts (A,B) 


有 
D> En (mW) 二 ImQ 1 
则 易 知 zs 证 左 C- 同 构 喘 射 
我 们 册 王 明 rz 是 自 本 变换 , 好 下 图 变换 ， 
TB 
Hom ，。 (A, B) —> Exie (4, Bb) 
f 
,， : V B—>C 
ExtoB,— ， 9 
fs ta(B, —)(f) rg 


tc 
Hom,(A, C) — >Exte( A, C) 
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CO 


事实 上 ， 设 已 是 左 R- 模 C 的 选 定 的 内 射 分解 ， 则 据 定 理 
18.2 知 有 f 上 的 链 上 映射 :Es 一 > 厂 。 使 下 图 中 的 每 一 个 正方 形 
都 是 交换 岗 ， 


0 i 
0 >B2 >Fo SE >E: > 
_1 | -2 


六 | 了 f 


h er" E: 
0 —>C— > —— >F!——>HF:——> 


用 Homs (4, -〉 作用 之 ， 即 得 交换 图 ， 


0 —>Homs(A, B)- —>Homa( A, E') 
| 六 


0 —-> Hom,( A,C) SHom,( A, F') 


d? 
— >Hom,(A, FE!)-—>.. 
fx 


Hom (A, Fi)—>... 
于 是 有 
Exts(4, —)(f): Exts( A, B)~—SExt( 4,C) 
y+imd 一 条 —>f? (#)+i1ime »， 

由 于 kerds =imex,， 且 2+ 是 单 射 ， 歼 实际 上 是 ex(P) + 
imd i} > fuen(m) +ime-: s ， 其 中 p EHoms(A,B)。 

这 样 ， 当 pC Hom(A,8) 了 时， 由 于 

Toefl)= nf (pp) +ime n ， 

Ext®%(CA,—)Cf) .rom) = Ext®s (A,—) (ff)(e (m) +im 
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i 一 吧 -一 -一 
一 一 


好 ) = fs Ex(9) +ime * ， 而 /5 Ew = Nef 8 和 故 有 T， fe= Exts 
(4, 一 )(f)tr，， 即 图 ( 甲 ) 交换 。 所 以 Exts (4, 一 ) 3 Moms 
(4, -) 自然 等 价 . 

注 。 在 定理 19.2 的 证 明 中 仅 用 到 Homa(A,-) 是 加 浊 共 


变 冰 子 ， 且 是 左 正 合 的 。 因 此 ， 一 般 地 ， 若 了 是 加 法 共 变 函 子 。 
且 征 左 正 合 的， 同样 可 以 证 明 R'T 与 了 自然 等 价 。 


由 定理 19.2 及 定理 18.9 容易 得 到 下 面 定理 . 
定理 19.3 设 已 给 左 R- 短 正 合 列 
« ,hb 
0—B’—>B—>B’’— > 0， 


则 有 左 Z- 长 正 合 列 . 
0 — > Hom, (4, B')-*Hom,.(4, B) 


Pe Hom,( 4, B’) SExti(A4, DB) 
证 首先 由 定理 18.9 知 有 长 正 合 列 


0 —>Ext? (A, B’) ~Exta(4, ~)(a) ,Exts( A, B) 


Exta(A—, )(p) ,Exty( A, B’).9 ->Ext,c A, 


Bb’)—>. 
于 是 由 定理 19.2 知 有 交换 图 
0 —>Hom, (A, B’) — Homs(A, b) 
Uh! ta 


0—> Er; (A,B’) —Exta(A, ~)(a) ,Exte( 4,B) 


fe Hom,(A,B') ?ra Exti(d4, B’ ) 一 > .…. 
| 
立 站 2 ] 


Exts(A. —)(B) —Ext (A, B”) 2 Exti( A, B')-»... 


:因为 下 面 横 4 了 在 正 合 列 ， 故 上 面 横行 也 是 正 合 列 。 
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这 个 定理 很 有 意思， 我 们 知道 ， 由 于 Homs(4, 一 ) 一般 
仅 是 左 正 合 的 ， 故 仅 有 正 合 列 : / 


一 一 一 一 -一 :一 = 一 一 一 一 一 一 一 一 er 


0 —>Hom,. (A,B’) >Hom (4 D) 


Fe Hom,( 4, B”)., 


而 此 定理 则 说 明 ， 阁 要 继续 下 去 并 保持 正 合 ,， 则 可 用 Exts 
(4, 入) 络 绪 补 出 之 ， 

义 ， 当 4 是 投射 左 R- 模 时 ， 由 于 Homas(4, ~) 是正 合 - 

的 ， 训 有 正 合 列 / 


0 ———————>Hom, (A, BD’) _“* >Hom.(/h4, 23) 


pe 


Hom ,( 4, B”) 2» 0 s 


因此 自然 地 狂想 当 .4 是 投射 左 R- 模 时 ， 
Exts(A,X)=0, VYV 左 R- 模 基 ，vn 之 1， 
以 后 我 们 将 证 实 之 。 
对 于 # 之 1 的 情形 ， 我 们 有 下 面 定 理 ， 
定理 19.4 若 B 是 内 射 左 R- 模 ， 则 当 n> 1 时 ， 有 
Ext*(A,B)= 0,，vY 左 R- 模 4. | 
证 首先 由 定理 18.3 知 Ext3( 4, B〉 是 否 为 0 与 B 的 内 : 
射 分 解 的 选取 无 天 . 今 B 是 内 射 模 , 故 可 取 B 的 一 个 内 射 分 解 是 
E. 0 一 > 有 -> 厅 一 > 万 > >..., 
其 中 下 "=B ese=le E'=0, di"!=0, Vi>1.， 
于 是 得 到 复 形 
Homs (A, -) E,: 0—>Hom, (4 Fo 宇 罗 
Homy(A, El)— >.…, 
从 而 Ext3(A，B)=0，Yn 之 1， 
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19.2 关于 exti:(A,B) 


对 于 ext?(A, B)， 有 与 Ext (4, B〉 相 平行 的 定理 ， 其 证 
有 明 也 完全 类 似 。 因 此 我 们 在 这 里 只 写 出 定理 而 略 尖 证明， 

定理 19.1”′” 当 ?< 之 0 二 ， 

ext (A,B)=0, Y 龙 R- 模 A 及 B. 

定理 19.2/ ext%(-，B) 与 Homs(-,B) 自然 等 价 . 特 

别 ， 有 有 
exts(A，B) 守 Homs(A4，B)，VY 左 R- 模 4 及 B. 
定理 19.3′ 设 已 给 左 RR- 短 正 合 列 ， : 
有 


0 一 >4/ -一 >4 >A/——> 0 ， 
则 有 左 Z- 长 正 合 列 
0-— >Hom,( A’, B) >Hom,(A, B)_ > 
Homs(A’, B)——>exili( A”, PB)—>.…. 
这 个 定理 说 明 ， 可 用 ext* (XX,B) 将 正 合 列 0 一 > Homn 


(47,B) 全 >Homs(4,B) ->Hom (4 ,B) 向 右 络 续 补 出 


成 为 正 合 列 。 同 时 ， 目 然 地 狂想 ， 当 B 是 内 射 左 R- 模 时 ，exts 
(X,B)= 0 ，Y 左 R- 模 ,1 n> 1 ， 以 后 我 们 将 证 实 之 ， 
定理 19.4′ 和 右 4 是 投射 左 KR- 模 ， 则 当 nn 宇 1 于 ， 有 
exta( A,B)= 0, Y 左 天 -和 模 卫 ， 


19.3 上 xt8(Q, 了 3) 与 ext8( 4 好) 之 间 的 关系 


现在 我 们 来 研究 Exti(A,B) 与 exti(A,B) 之 闻 的 关 
条 .有 下 面 定 理 . 
定理 19.5 ”对 每 一 个 nEZ， 有 
Exti(C, A) 守 exti(C, A) ,YY 左 民 - 模 CC 到 本. 
证 因为 当 7%< 0 时, 上 xts (C, A)= 0,ext» (C, = 0， 
而 Exti(C, A)Hom,(C, A), extr (CGC, A) Hom,‘C, A), 
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ee 


故 定理 对 于 + 筷 0 成立。 因此 只 要 再 证 明定 理 对 于 n 宇 1 成 立 ， 
我 们 先王 明 
Exti(C, 4) 宕 extiCC A). 
为 此 ， 任 取 4 的 一 个 内 射 分 解 


F: 0— > A SE SF SSF >... 
及 (上 的 一 个 投射 分 解 
二 2 d 1’ 7 

三 一 >P- 一 > 万 -一 > 已- 一 >C 一 > 0 


命 L!1=imd'", K,= kere’, 则 有 两 个 短 正 合 列 ， 
€ / an 
0 一 一 一 A 一 一 一 天 人) -人 Li 一 -一 -> 0 


， 


yo。 
0 一 一 一 Ko 一 一 Pp, 一 -> C ——>0 


明显 看 出 下 图 是 交换 图 ， 


i | 
dd 
0 vHomaC. ASSioHom nC, Ev Hom (tC, LU 一 一 > 上 Extk(C，4) 一 "个 
E »1 df 3 
0O—ilyHom a(Po, 4eiODRPo FE 一 HomePo Li， 


J | | bs 一 
和 


‘1 d's - 
0—pHom iatk oo. AjPHoma(Ko. EeeHomae(Ko 一 >ExtkkKo A> 0 
| 、。。 | 


| i | 和。 | 


@XIRLC，4) 0 ext,(C, L!) 
0 z 0. 


(o> 
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不 难看 出 ， 岗 ( 乙 ) 中 每 一 横行 及 每 一 竖 列 都 是 正 合 列 。 事 
实 上 ， 由 于 Pu 是 投射 模 ， 故 第 二 行 是 正 合 列 。 由 于 E? 是 内 身 
模 ， 履 上 xtag(C， 居 0) = 0， 卫 xxth( 关 五 o) =0， 从 而 第 一 行 及 
第 三 行 都 是 正 合 列 。 由 于 E? 是 内 射 模 ， 改 第 二 列 是 正 合 列 。 基 
后 , 由 于 P。 是 投射 模 , 故 exts(Po, 4) = 0，exts(Po, ZL) = 0， 
从 而 第 一 列 及 第 三 列 都 是 正 合 列 。 

对 于 图 ( 乙 ) 中 用 虚线 杠 起 来 的 部 分 应 用 定理 17.4， 就 得 到 
正 合 列 ， 

keryo’ >kery,es 一 >Cokeryiel >Cokery 

又 从 图 ( 乙 ) 看 出 ， 它 就 是 正 合 列 ; 

2 >ime/” 一 >Cokery sl- 一 > 0 


再 根据 图 ( 乙 ), 就 得 到 交换 图 : 


ee 者 
1me’/ 


Hom,C, Es 


Hom,(C, L) 


el “* el “*] z 


di 2 


. 2 市 . 净 多 
ime’/ 10e/ 


~—>Exti(C, A)—>0 


——>Cokery*!——> 0 


因为 此 图 中 上 、 下 两 行 都 是 正 合 列 ， 故 有 左 -映射 
上 xti(C, A) 一 >Cokeryo*! 将 上 图 补 成 交换 图 。 于 是 由 五 引 理 
向 9 是 同 构 映射 但 由 图 ( 乙 ) 知 Cokeryoel 兰 exti(C, 4) ,这 
就 证 得 了 
bxti(C, A) ext!i(C, A) . 
现在 命 


L'it!=imd’'i, i> 0; L'=ims 
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ee 一 oo 


| 


则 得 到 短 正 从 列 


7 
0 一 入 了 C- EE! 0 


且 据 推论 18.5 知 有 
LEXtg (CC，4) 宕 也 ZXta(C 了)。 Y1HZ | 
尾 售 
KEK,=kerd\, i>1; Ko=kere’; K_.,=C 
则 得 到 短 正 合 列 


y {1 


(fj 宇 1), (ee »): 
且 据 推论 18.7 知 有 
extst!'(C, A)Sexin(K ,A)Sexti (KL) 
利用 短 正 合 列 (*。) 及 (，，*) 可 得 下 面 交 换 图 ， 


0 / 0 0 
包 ”1 | d iol ; 
0 —*Homa(k, LiyeHoma(k,. i ‘Hom RK 1b'*! ymE xts( 天 Li 
| 2 i 
Pane 1 和 = 


了 二 了 
0 一 Hom (PHomax(PEDeHomaP L''1 be 0 
4 


中 
d'sy 


0—*Hom a(lk 了 mpHomn(K ,. E'Stioma(K, L' iyaE xt%(K ， 1 0 


| | | 


~ exta(K 六 由 exth(K 1 


| | 


0 0 


i 各 二 呈 年 过 闪电 二 尝 才 村 


(内 ) 


we 
il me 
达 

dh 


bd 


和 Do 
一 . LL 四 站 ， 


一 -一 - 
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且 其 中 每 一 横行 及 每 一 竖 列 都 是 正 合 列 (理由 与 图 ( 乙 ) 情形 类 
似 )， 
我 们 考 赛 图 〈 两 ) 中 用 虚线 框 起 来 的 部 分 。 首先 有 
Exty(K ,, Li) Hom,(K,, Ll) /imd', 
exts(K ,1 Lit)e Homs (Ky;, Lit) /imy,*? 
由 7 天 及 a ;; 是 满 射 , 易 知 imd :as = imy;5, 获 exts (Kj_,， 
元 全 ) 守 Exts(K;, 上 ') 。 但 已 证 得 exts(K,.1, 上 '*') 
宇 Exty(K ;1 上 '*') .因此 得 到 
Exti(K,;_,, Liti gExti(K,,L'). 
于 是 据 推 论 18.5 有 
上 xt IC A)Exti(C, L")= Exti(K._,,L") 
兰 此 Xt (开元 i)SExti(K,, L"™?) 
Exti(K 。 1 了 9) ， 
而 exts+!(C, A) ext*+1(C, L°) exti(K, uo L) : 
衬 上 xts (KK ,_1, 上 ')， 故 得 到 
ExtaTi(C, A) extt+!(C, A). 

由 于 这 个 定理 ,今后 我 们 只 用 记号 Ext，Exts(A,B) 经 
作为 上 xta(A， 一 )(B)= R"Homs(A， 一 )(B)， 也 作为 Ext 
(~-,B)(A)= R"Hom,(-,B)(A). 

由 这 个 定理 及 定理 19,4， 定 理 19.4 ， 立 刻 得 到 下 而 推论 ， 
推论 19.1 当 nw 之 1 时 ， 检 4 是 投射 左 R- 模 或 B 是 内 射 
左 f- 模 ， 则 
bxti(A,B)= 0. 
作为 本 段 的 结束 ， 我 们 证明 推论 19.1 的 较 强 意义 的 道 ， 即 有 
下 面 两 个 定理 ， 
定理 19.6 寿 对 任何 左 RK- 模 4 都 有 
Exti(A, B)= 0， 
则 B 是 内 射 左 R- 模 。 


证 设 
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0 ->p > Fr > 0 I) 
是 一 个 万 〖- 短 正 合 列 。 
办 为 由 已 给 条 件 知 上 xts(Y,B) = 0 ， 故 所 定理 19.3 知 有 
正 合 列 
0 一 >Homs(Y,B) -二 > Homs (X, B) -一 > 
Hom.(B,B)——>0 
因此 对 于 1s EHoms (B,B), 有 Pm9EHoms(X,B) 使 cs 
(9)=1s， 旨 ga=1s。 故 (7) 可 裂 。 所 以 由 定理 7.3 知 总 息 
内 射 模 . 
定理 19.6′ 者 对 任何 左 RR- 模 B 都 有 
Exti(A,B) 一 0 ， 
则 4 是 投射 左 - 模 . 
证 设 
I A >0 CU) 
是 一 个 左 KK- 短 正 合 列 ， 
因为 Ext4(A,) = 0， 故 有 正 合 列 
0 ->Hom， .4， ¥)- >Hom,(A,Y) 


FHom,( A, A)—-> 0. 


办 此 对 于 14EHoma(4, 4)， 有 wwEHoma(A, Y) 使 
pp) =14， 即 Bg=14， 故 (HI) 可 裂 。 所 以 4 是 投射 模 
19.4 上 xt 作用 于 直 和 及 直 积 

我 们 知道 ， 对 于 函 子 Hom， 有 


Hom, (由 ， A,, B) 人 兰 | Homs, (A,, B); 


有 大 
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Hom.(A, 1158,) ~ |] Hom ,4, B,), 
kK kek 


现在 我 们 证 明 对 于 国 子 Ext 也 有 同样 结果 ， 即 有 下 面 两 个 


定理 19.7 Exts( @® 4,, B) < ||Ext( 4s,B), ynEZ. 
jE EEK 


证 ” 当 7# 之 0 有 时， 左右 两 端 都 是 0， 当 n= 0 时 ，Extrs( 和 XX、 
7) 守 Homs《 闻 ,了 ), 故 当 n 志 0 时 结论 成 立 。 因此 只 要 对 n 之 1 
进行 证 明 ， 

我 们 先 证 戎 


Exti(® A,, B) TT Exii(A,, B). 


首先 对 于 每 一 个 REK， 可 作出 一 个 左 R- 短 正 合 列 : 


0 >yL, Sp, fA > 0 ， 


其 中 已 ， 是 投射 模 . 
于 是 有 短 正 合 列 


(…， L,， pp 《人 CC )， ) 
四 中， 的 意义 昌明， 
因为 @ 己 , 是 投射 模 ， 故 Exti(@@ P,,B)= 0 . 因此 有 正 
合 列 


Hom, (中 了 ,月 ) 全 -人 Hom (四 Li,B)— > 
EX k EK 
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FExt (中 4 也 ) 一 > 0 
kK 
因为 Exti(P,, B)= 0， 故 有 正 合 列 


Hom,(P,,B) “* > Hom,(L,, 已 ) 一 -> 
Fxti(A,, B)—>0 
从 而 有 正 合 列 


尘 
[1Homw (P,, 8) Ee、 iiHoms(L,, B}—> 


下 EF EK 


[I Exty(A,, B)—> 0. 


动 臣下 


lila* : Tl Hom,(P,, 了 3) 一 > 


Eek 


TI Homa(L,, B) 


上 所 其 


(六 ) > (0 (六 )， ov ) ， 
由 定理 5.5 知 有 左 Z- 同 构 映 射 


0 ， Hom, ( 人 直 ) XX 及) -一 一 > 


{| Homy, (CX,, Bb) 


k EK 


p> (i, DAs *), 
其 中 入 ， 是 和 A， 到 由 六 ,的 入射 
通过 简单 的 直接 计算 即 可 知 下 图 交换 ， 
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EE EE 


Hom, (中 大， 也) er ———>Hom, (DL, 已 ) 
| 
0 ， 0 
Ila* - Md 
TTHom, (Ps,b) 一 一 > || Hom,(L,,28) 
:EK FE 


一 > 上 上 Xtl( 中 了 也) 一 > 0 
EK 


国 为 此 图 中 上 、 下 两 行 都 是 正 合 列 ， 故 存在 左 Z- 喘 射 y; 
下 xts: 二 ;i» Bb) 一 > [Exts(.4,,B) 使 上 加 交换。 由 五 引 理 


上 玫 人 上 


知 2 是 同 构 喘 射 。 这 就 证 得 了 


txti( 中 A,,B)~ | | Ext!( A,, B). 


所 


现在 假 % 是 对 于 2 一 1， 定理 成 并 ， 这 里 nn 放 1. 于 是 由 于 
EExts (中 PP,, By) = 0 ,就 有 正 合 列 / 
Eh 


Ex:i 1(® P,, BP)—>Ext"!(® 1,, B) 
二 反攻 了 有 
一 > 上 Xia( 十 A,, B)—>0 
下 各 " 
四 六 7 人 > 9 [4 bxte 《人 P,, B)= 0 。 对 此 有 
Lxt* Cd A1, BY st 四 了 五) 
和 牙 是 由 归纳 假定 知 


Lx:a( DA,, B) eI] Ex (L,,B). 


Fen 


最 后 .出 正 合 列 
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EP 


bxt* iCP,, B)— > Ext iti,, PB)—>Ext(A,, B)——>0 
及 Exti Il( PDB)=0 A Exti(A,,B) Exts i! (LrsB),， 从 . 
Di 


TExt: (CA,, B) < |] Exti 1(L,,B). 


这 样 就 得 到 


Exti( A,, B) 宕 TT Exta(A,, Bb). 
EEE 


ek 


定理 19.7/ Ext; (A, TY B,) < TI Ext:(A,B,), 


Y7EZ， 
其 焉 明 与 定理 19.7 的 十 明 完 全 类 似 。 请 读者 自己 证 明 。 
最 后 ， 我 们 以 定理 的 形式 给 出 一 个 计算 Ext 的 例子 ， 
定理 19.8 议 吃 症 加 法 Abel 群 ，m 是 正 整 数 ， 则 
Ext: (2Z/m2Z), B)EB/G0nB). 
证 首先 取 短 正 合 列 


0 —>Z > Z_ >Z/ (m2Z) 0 
其 中 ata) =ma，YaE€Z; 有 是 自然 同 态 映 射 . 
因为 上 xtzs (<, BB) = 0 ， 故 有 正 合 列 


Hom, (Z, B) ->Hom,(2Z,B)—> 
Exti(Z/(m2Z),B) —>0 
从 而 有 
Exti(Z/mnz), B)Hom,(Z,B)/imoa*. 
个 $8: Hom:(Z,B) 一 >》B 是 ff 一 >f(1)， 则 是 左 Z- 同 
构 贞 射 ， 于 是 由 py:，Hom,(Z,B) 一 六 B/(m8), 其 中 p. B 一 -> 
B/ (mB) 是 自然 同 态 映射 ， 知 
B/(mB) Hom, (ZZ, B) /kerow. 
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rr— he 


不 难 证 明 ima* =kerpy. 事实 上 ， 当 fEHom(Z，B) 
于 ,pwa*(f)y=p(fa(l(1))=fm) tmB=mf (1)+tmB= 0, 
故 i1ma*Ckerpyw， 反之, 若 fEkerpy, 则 pw(f)=0， 从 而 
Pp(f (1))= 0。 政 J(1)+mB= 0， 因此 f(1)EmB, 所 以 有 
2EB 使 f(1)=mb. 命 g:Z 一 >B 是 hi> kb， 则 g EHomz 

(C， 万 ) 且 a*(g)=f, 于 是 kerpyCimes, 
因此 Exti(Z/ m2), B) B/CmB), 
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Ext! 和 模 的 扩张 有 着 密切 的 联系 。 我 们 将 在 本 节 中 确立 它 
们 之 间 的 关系 ， 


20.1 模 的 扩张 的 概念 


这 里 要 讨论 的 模 的 扩张 本 质 上 是 指 ， 当 已 给 模 44 及 模 C 
了 时， 要 找 模 EE/ 二 4 使 E//A4C. 更 一 般 地 ,我们 引入 下 面 
定义 20.1 设 已 给 左 R- 模 A 及 C， 则 左 R- 短 正 合 列 


E, 0—> A >E— >C—>0 
叫做 模 4 借助 模 C 的 一 个 扩张 ， 
若 短 正 合 列 上 是 可 裂 的 ， 则 称 此 扩张 上 是 可 裂 的 。 
当 已 给 左 R- 模 4 及 C 时 ， 


0 一 > 4 一 > 49C >C—>0 
就 是 4 借助 C 的 一 个 扩张 ， 且 是 可 裂 扩 张 ， 其 中 入 是 .4 到 
4 由 CC 的 入 射 ，p 是 4@C 到 C 的 投射 。 因此 4 借助 C .的 扩 
张 及 可 裂 扩 张 恒 存在 ， 
定义 20.2 设 已 给 左 R- 模 4 借助 模 C 的 两 个 扩张 ， 
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E， 0— yA >F fC >0 所 


5 ， 0 一 一 > A > 上 >C_ > 0 


若 存 在 左 RR- 映射 g: 成 一 人 三/ 使 下 图 交换 ; 
0 一 > A > Ft>C—>0 
1 0 1 


0— 二 一 全 一 > 一 > 0 


则 称 5 与 5/ 等 价 。 z 

由 五 引 理 知 当 9 存在 时 必 是 同 构 映射 。 从 而 又 知 两 个 扩张 
的 等 价 是 一 种 等 价 关 系 。 

当 左 A- 模 全 及 (已 给 定时 ，4 借助 C 的 一 个 扩张 5 
所 在 的 等 价 类 用 55] 表示 。 所 有 等 价 类 作成 的 集 用 e(C, 4 表 
示 。 本 节 的 目标 是 要 说 明 e(C,-4) 本 质 上 就 是 Ext;(C, .4). 


首先 有 下 面 定理 . 
定理 20.1 左 R- 模 4 借助 模 C 的 任意 两 个 可 裂 扩张 必 
等 价 . 


证 设 已 给 4 借助 C 的 两 个 可 裂 扩 张 : 


5 0 — > A>E- >C—>0 
£1/, 0—> 4 > 有 PC 一 >0 
于 是 有 左 R- 映 射 6’; EE 一 > 4 使 6'a=14 及 龙 R- 映 
射 0 C 一 >E/， 使 B060=16. | 
命 2=00+a 0 ， 即 得 交换 多 : 


全 
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0—> A > EF >C >0 
] 0 
va 8 
0— A—>E’—>C—>0 
故 & 与 £1 等 价 。 : 
又 有 下 面 定理 。 
定理 20.2 车 左 R- 模 4 借助 模 C 的 两 个 扩张 等 价 ， 则 当 
其 中 一 个 是 可 裂 扩 张 时 ， 另 一 个 也 必 是 可 裂 扩 张 ， 
证 设 5 及 5 是 4 借助 C 的 两 个 扩张 ， 并 设 £ 与 £1 等 
价 ， 且 £ 是 可 裂 扩 张 。 于 是 有 交换 图 ， 


é: 0 —>》A——> EF-_f>C—y> 0 


] oj 1 
5 ，0- >42 >F/ 放 >C_ >0 
县 有 左 人- 映射 g:C 一 > 已 使 Bg=1。.。 从 而 有 
pb’ (ye)= (py9)g= pg= 1 
故 上 是 可 裂 扩 张 。 
由 定理 20.1 及 定理 20.2 知 4 借 盈 的 所 有 可 裂 扩 张 恰 
好 组 成 一 个 等 价 类 。 


20.2 由 扩张 5 引起 的 扩张 c 及 sy 


为 1 得 到 上 xt! 和 模 的 扩张 之 间 的 关系 ， 也 即 得 到 Ext; 
(C,A) 和 e(C,A) 之 间 的 关系 ， 我 们 引入 由 扩张 6 引起 的 扩 
张 a6 及 Ep， 为 此 ， 先 证 明 下 面 引 理 。 
引 理 20.1 设 已 给 左 R- 模 4 及 C, 并 设 已 给 左 R- 映 
射 图 ; 
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Ca 


4 / 
其 中 横行 & 是 ,借助 C 的 一 个 扩张 ， 则 有 


(i) 存在 .4 借助 C 的 一 个 扩张 0 一 > 4 一 >B-_ >C 一 >0 
及 左 R- 映射 6，X 一 > 中 使 下 图 交换 ; 


E 0 一 >X ->X >C >0 
al 8 1 
0 ->4 一 > 有 ->C >0 
Gi) 车 4 借助 C 的 两 个 扩 张 0 一 > 4 一 >B-2>C- >0 
及 0 一 4 一 >B- 了 >C- ->0 使 下 面 两 个 图 都 是 交换 图 
0 一 > 和 ->X >C >0 


0 pb 1 


了 


0 一 一 > 4 >B ->C—>0 

0— SX >X >C— >0 
a 局 / 1 

0 一 >》4 一 >B ->C- >0 


则 4 借助 C 的 这 两 个 扩张 等 价 ， 
证 G) 由 引 理 7.1 知 ， 命 B= (A4@®X6) /所 。 其 中 
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WW =1{ (Q(X1), 1(—X1)) | Xi1€EA1), 开 命 


a—> (gq, 0 )+W, | (Gy Xo) +H | 一 > e (Xo,), 
bp: Ao—>p 


xor—> (0,xX0) + 


则 有 左 了 - 映射 交换 图 
6&: 0 —>X >X >C >0 
a pb 1 


0—>A—>B- >C— >0， 


且 下 面 一 行 是 短 正 合 列 ， 即 下 面 一 行 是 4 借助 C 的 一 个 扩张 。 
(ii) 先 取 8B，i,， 7 及 如 (由 ,然后 命 
gb. B——>B’ 
(ay xo) + Ht >i (a) + B’ (xo) 

则 0 是 左 RR~ 映射 ， 且 因 当 a€ A 时 ，0i(a)=i/(a)， 当 xo EX 

了 时，0pB(xo) = Bp '(xo)， 故 有 
Gi=i’, 9p= Bb’. 

现在 不 难 诈 明 下 图 交换 ， 


0—S> A—>B ">C—>)0 
1 0 1 
1 / YY 
0 一 > 4 一 >B 一 >C 一 >0. 


事实 上 已 有 i=i/。 又， 17/9 (a, xo) +) = (Ga)+ 
pp’ (X00))=n B(x0), nl(a, xo) + )= (Xx0) .而 7 PB’ =8 故 
70 =7。 这 就 证 明了 4 借助 C 的 这 两 个 扩张 是 等 价 的 ， 

符合 本 引 理 中 条 件 (i) 的 4 借助 C 的 扩张 用 6 来 记 。 当 
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然 ，aE 并 非 由 & 及 a 唯一 确定 ， 但 由 (ii) 知 Ca 是 由 6 及 a 
唯一 确定 的 、 

对 偶 地 有 下 面 引 理 。 

引 理 20.2 设 已 给 左 R- 模 4 及 C, 并 设 已 给 左 R- 映 


对 图 ， 
C 


了 


£. (0 一 一 > 4 >7 > 0 


其 中 下 面 - 行 所 是 4 借助 站, 的 一 个 扩张 。 则 有 


(i) 存在 4 借助 C 的 一 个 扩张 0 一 > 4 一 >B-7> C 一 > 
0 及 左 R- 映射 8，B 一 >Y, 使 下 图 交换 . 


0 一 一 > 4 >B_ TC > 0 
1 pb y 
E， 0 一 一 > A >7 > > 0 
GD 车 4 借助 C 的 两 个 扩张 0 一 > 4 一 >B 一 >C 一 > 


0 及 0 一 > 4 一 >5/ ->C- 一 > 0 使 下 面 两 个 图 都 是 交换 图 


0 -> 4 > 月 -7 > L 一 > 0 


1 | Y 


Y ; e 
0 一 一 > 4 ->7 一 > 一 -> 0 
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0 一 >》 4 一 8 一 >C 一 >0 
| 


1| 有 y 


YY 


0 一 -> 4 > 了 一 > 了 ,一 > 0 


则 4 借助 C 的 这 两 个 扩张 等 价 ， 

请 读者 自己 证 明 .， : 

符合 本 引 理 中 条 件 Gi) 的 .4 借助 C 的 扩张 用 5y 来 记 。 当 然 ， 
sp 并非 由 及 唯一 确定 。 但 由 (i 外 ) 知 [87] 是 由 上 及 ”了 崔 一 
确定 的 。 


20.3 e (C,4) 到 Exti(C, 4) 的 一 个 特殊 的 双 射 世 


设 已 给 左 R- 模 《4 及 C， 并 用 
Fxti(C, A)= Ext!'(—, A)(C). 
为 了 计算 Extrs(C, A)， 先 取 定 C 的 一 个 投射 分 解 : 


d, di E 
P. PO——>P—>P.——>C—> 0 
于 是 得 到 复 形 


dix* 
时 om (一 ,， A) PP,. 0 —>Hom, (P,,.4) ——>Hom;(P, 


A) _4$ Hom,(P,, A)—>.…., 
因此 
Ext!i(C, A) = kerd* /imd* . 
定理 20.3 对 于 [CE Ee(Ly4)， 设 “证 


£, 0—>A >B ">C >0. 


根据 定理 18.1， 有 1。 上 的 链 映 射 a: Po 一 >Q。 使 下 图 中 每 
一 个 正方 形 都 是 交换 图 
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dg 3 ds» df e 
PF. ss. —P—->7,.——>P—>P—>C—> 0 


| 
Qs ca | “| le (1) 
Y o 


t 
OQ; 0—— >0—>A—>B——>C——>0 


$: elC, A)—  —>Exti(C, A) 


[£] ->altima* 


则 % 是 双 射 。 

证 ”我们 和 和 证明 yy 是 上 映射。 

因为 a? (Q1) = aids= 0 as= 0,， 豆 a Ekerd? 因此 
art+mid* EExti(C, A). 

ti 换 用 le 上 的 链 且 射 6;,Po 一 >Q。,， 则 a 与 8 同 伦 ， 从 
而 竺 {ss |n€Z) 使 ol- 有 ;= 0 Si 二 Soq1， 于 是 Qi1— pi= $0d1= 
al (So)Eimdy 。 从 而 Qi+imd* = ptimd* 


最 后 ,车 £1; 0 一 > 4 一 >B/ 工 >C 一 >0 与 等 价 ， 则 
有 左 和- 映射 9 使 下 图 交换 ; 


0—>.A— >B- >C—>0 


| 


YW YY YY 
0—>A—>B’—>C—>0 


誉 交换 图 (I)〉 和 (〈 工 ) 接 起 来 就 得 到 交换 图 ， 


1 9 1 (1 ) 


df dd 
“Po——>P >P— >C—y> 0 


0 Ci Pu 1 


¥ V IY 
20 —>A—>2B 


ad 


>C—S0 
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因此 仍 得 aj+imad* ,这 惯 和 十 明了 4 是 映射 。 
为 十 乡 是 双 射 ， 我 们 来 作 陕 射 0. Exts(C, A)-—>e(C, A) 
使 y= 1，w9= 1. 
汉 完 由 Imds = kerd, 知 司 了 崔 一 地 补 成 交换 图 ， 
di 


一 一 一 一 一 一 一 ”10 
P, > 


p 
7 ey 


Pj/imd2 


其 中 p 是 自然 同 态 映 射 ， 补 出 的 7 是 左 R- 映射。 可知 /是 
单 射 ， 县 imy = imd, = kere， 因 此 人 先 得 到 一 个 短 正 合 列 


"1 


-: 0 一 >Pijimnd >Pp, >C— >0， 

它 客 全 和 由 《 的 事先 取 定 的 投射 分 解 确定 ,而 与 e(C, 4) 无 关 。 
当 wa+imds EExt;(C, 4)， 其 中 aEkerds 时 ， 由 we 

kerdy 知 d* (ac)=0， 即 cd:= 0， 故 imdGkerw 因此 可 


天 一 ， 人 , 
Pe—————> A 


其 中 p 是 自然 同 态 映射 ， 社 出 的 ac 是 左 R- 映 射 。 
于 是 根据 引 理 20.1， 有 4 借助 C 的 一 个 扩张 cz 及 大 R- 
吴 叶 Bb 使 下 图 交换 ; 
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0 -一 Puyimd: 一 >P 一 >C 一 >0 
C 1 
一 产 1 1 
a ", 0———>4 >B—>C—>0 
现在 命 


0, Exti(C, A)————>e(C,.A) 
a+imd* 一 > [a2), 
因为 < 由 a 唯一 确定 ， 故 首先 知道 [a 一 ] 由 a 唯一 确定 。 


丰 Q/ +timd? =a+t+imd* ， 则 Qa/ -aEimd* ， 故 有 
9 EHoma(P,, A) 使 a/-a=a* (00 )。 


对 于 c“， 相 应 地 有 9 .不 难 证 明 ， 刚 才 得 到 的 4 借助 C 
的 扩张 0 一 全 4 >B_ >C— > 0 也 使 下 图 区 


0 一 人 Pi/imd, - >P, 一 >C 一 > 0 


CQ/ 有 二 10 


1 


vy 


0 一 一 一 > .A 


下 实 上 ，7TCCO+tt)=1O+1D=TO=E， 又 , pitimd,C 
Pi/imd, 上 时， (OA+1D)7CDi+Imas) = pI(pit1imad,) +igdi(p1), 
ia (pitimds) =ia’(p) =i(a td) (pp) =ia(p) +igdilp,) 
= fa(pit+imd,) +igdi (Pp1) = PiCpit + 1md,) +igdi(p1). 
(P+ 19) 7 = ic/ ， 


因此 [a 一 ]=[e’ ~ J, 故 0 是 映射 


型 在 我 们 证 了 明 Y%O= 1， 
为 上 此， 区 C++imar Ek 上 xts (C,A), 其 中 Ekerd* ， 央 
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0 (a+imd’;) = [cc] 如 上。 


不 难看 出 下 图 有 交换. 
P, “>»P, 
0 Bb 


事实 上 ， 妆 pr EP HH, 由 于 ia = bi, 故 有 ia (pi +imd;) = 
Bi (pi +imd,) ,从 而 IC( 户 1) = bailpi). 因此 ya = pdi, 
于 十 得 到 交换 图 : 


dd, di 
>P,— >P,—>C—>0 


.…—— >P, 


C 局 1 | 
¥Y ff ¥ 7 Y 
"0—>A——>B—>C—>0., 
而 这 说 明 $[a 一 ]=a+imd* .因此 80= 1 ， 
最 后 ， 我 们 证 明 Gy = 1 ， 
为 此 , 设 [6] Ee (GC, 4), 并 设 二 0 一 >4 一 >5>C 
一 一 > 0 ， bpLE=C+imas . 于 是 有 交 的 图 


da di 
SP SP >P, ->C—> 0 


p 1 


pd 


1: Y¥ Y 
om 0— > A ->B >C—>0 
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0 >Ppirimd />P, >C— >0 
a pb 1 
0 >4 > B—>C—y 0 
这 说 明 9a+imd* ) =[， 因 此 bp = 1. 
到 上 比 我 们 证 明了 %y:e(C，4) 一 > 上 xta(C A) 是 双 射 。 
因为 Ext3(C, A) 是 加 法 Abel 群 ， 所 以 我 们 可 以 利用 双 
射 几 在 e(C, A) 中 定义 加 法 运算 使 e(C, 4) 成 为 加 法 Abel 
群 ， 且 多 成 为 e(C, A) 到 上 xts(C,A) 的 和 群 同 构 映 射 。 这 
样 ， 我 们 就 确立 了 Ext! 和 模 的 扩张 之 间 的 关系 ，e(C, 4) 本 
质 上 就 是 加 法 人 bel 群 Exts(C, A). ' 
最 后 ， 作 为 本 市 的 结束 ， 我 们 证 明 下 面 定 理 。 
定理 20.4 左 R- 模 4 借助 模 C 的 每 一 个 扩张 都 是 可 裂 扩 
张 ， 当 且 仅 当 Exti(C, A)= 0， : 
证 设 Extl (C, 4) = 0， 若 E. 0 一 > 4 一 >5 一 >C 一 > 
0 是 4 借助 C 的 一 个 扩张 则 有 正 合 列 


0 — SHom; (C, 4) — ">Homs (B, A)—>Hom, (A, A) 
一 一 > 

于 是 对 于 1, E€ Homs(A, 4)， 有 Ee Homs(B, A) 使 访 (p) 
=]14， 即 gi=14， 故 & 可 裂 . 

有 反之， 若 4 借助 C 的 每 一 个 扩张 都 是 可 裂 扩 张 ， 则 e(C， 
4) 只 含 一 个 元 ， 从 而 Exts(C,A) 只 仿 一 个 苞 ， 故 了 xzti(Cy 
A)= 0。 
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321 函 子 序列 Extx(C,-),n 之 0 的 
公理 化 刻 划 及 反 交 换 图 定理 


我 们 已 经 对 函 子 Exts (C, - ) 作 了 一 些 讨论 。 本 节 我 们 将 
概括 出 函 子 序 列 Exts(C, -〉 的 最 本 质 的 特性 ， 给 出 它 的 公理 
化 刻 划 。 


21.1 连通 的 函 子 序列 及 强 连 通 的 函 子 序列 
定义 21.1 设 已 给 一 个 RR-mod 到 Z-mod 的 共 变 函 子 序列 
{7.: R-mod—>Z-mod|n€EZ). 
"sy Tr1, 7 fis | z (十 ) 
右 坑 足 ， 
0G) 车 0 一 >4/ 一 > 4- >A47 一 > 0 是 万- 短 正 合 列 ， 
则 对 每 一 个 ”EZ。 恒 存在 一 个 左 Z- 肌 射 
A,: TA)— ST,_1(A’) 
使 得 有 左 Z- 复 形 


了 。 A 放 An 
SIT CA) TA ST 4 


{1A )— ST,._1(A) —> 。1(.47) 一 >… (全 ) 
(A, 币 修 和 连接 同 态 喘 射 )》; 
(1) 每 一 个 A, 都 是 自然 的 ， 旭 ， 若 已 给 左 尽 - 肌 射 交换 图 ， 


0 ->》4/ > A A 》 0 


1 ff 


0—>B' > B— >p/—> 0 


关中 上 上 、 下 两 行 都 是 得 正 合 列 ， 则 对 每 一 个 xmEZ, 恒 有 交换 图 ， 
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- mr 一 


T (A’) 四 7 1(.47) 


T »(f”) Tn-i(f’) 


O* Ti (B’) 


T.(B’) 
则 称 函 子 序列 〈 甲 ) 是 连通 的 。 

定义 21.2 ”车 共 变 函 子 序列 ( 甲 ) 是 连通 的 ， 且 复 形 〈 乙 ) 
是 正 合 列 ， 则 称 函 子 序列 〈 甲 ) 是 踢 连 通 的 。 

定义 21.3 ”车 共 变 子 子 序列 〈 甲 ) 满足 

T,.=0, Yn>0, 

这 里 了 .=0 是 指 了 .(4) =0，v 左 R- 模 4， 则 称 ( 甲 ) 是 一 个 负 
序列 ， 并 记 7T*= 了 7 了 _.。 若 〈 甲 ) 又 是 连通 的 ， 则 记 A" = A.，。 

由 定义 可 知 , 共 变 六 子 序列 {Extr(C,-); R-mod>Z-mod]n 
EZ} 是 一 个 负 序列 ， 且 是 强 连 通 的 。 


21.2 孙子 序列 {Ext&(C, -) 12EZ)} 的 公理 化 刻 划 


我 们 知 道 ，{EExta(Cy-)|naEZ} 是 负 序 列 ， 强 连通 的 ， 
xtrs(C,-) 与 Homs(C,-) 自然 等 价 , 且 Ext*(C, 慷 ) =0,Y 内 
射 左 及 - 模 户 , Y nn 宇 1， 

现在 我 们 给 出 {Ext(C,-) |n€Z} 的 公理 化 刻 划 ， 即 有 下 
面 定理 ， : 

定理 21.1 者 共 变 因子 负 序 列 {17*; R-mod 一 >Z-mod|nE€ 
< } 满足 ， 

G) {7*, R-mod—>Z-mod|n EZ} 是 强 连 通 的 ， 

(11) 和 存在 一 个 左 R- 模 C 使 7° 与 Homa(C,-) 自然 等 价 ; 

(111) 4"() =0，Y 内 射 左 有 R- 模 EE，vY n 宇 1 
则 7Z" 与 Exts(C,-) 自 然 等 价 , Y n EZ， 

证 ”可知 只 要 对 5 人 1 进行 证 明 。 

我 们 先 证 明 

[islxti(C, -). 
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首先 对 于 每 一 个 左 有 R- 模 A 可 以 取 定 一 个 左 R- 短 正 合 列 
0—> A4—>E-£>D—>0, 
是 内 射 左 &- 模 . 
和 嚼 连通 的 ， 且 因 所 是 内 身 寞 ， 估 而 (2 
= 0， 下 有 正 合 列 
TOE) BS TAD) A STIA— >0 
因为 五 是 内 射 模 ， 从 而 Ext3(C,E) =0， 故 有 正 合 列 
Homs (CO, E)-F >Hom,(C, D) 24 Ext! (C, 4) 一 > 0 
议 月 a 1" 社 Homs(C,-~), 则 有 交换 图 ， 
ToE) TD A Tv 人 -> 0 


TE TDh 


Y 0 
Homa(C, E) > Hom,(C, 1)) ?4 ~Ext,(C, A)——>0 
可 ` 征 有 有 诺 和 - -点 天 人 一 > A) 使 下 图 交换 ， 


ToCE) 一 (CA TD) 一 全 >Ta04 一 > 0 
TE TD Pa ( 上 ) 


Homas(C,E -上 >Hom ， (C, D) 4 Et (C, A) —>0 
直 gi 是 同 构 映射 。 
我 们 得 证 明 % 是 71 到 xts(C,-) 的 自然 变换 ， 
为 此 ， 设 了 EHoma(A,B), 并 设 对 于 左 R- 模 B,， 取 定 的 左 
天 - 短 焉 合 列 是 
0 一 > BE>G E>H—>0 
共 中 GG 是 内 时 左 R- 模 ， 有 


To( p’ 
T°(G)—— 2 > TH) 


11(B)—>0 


T 
如 


Th Ca (1) 


Y ¢ : 
Horms (GC, G) 大 为 Homs (C, /17) —> Ext (C, 已 ) 一 >0 
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共 中 gs 是 左 £- 辐 钩 映射 。 
我 们 的 目标 是 要 证 明 下 图 交换 ， 


T1041 >T10B) 
' 


p ， LH ( 亚 ) 
Exti(C, A) Lxta(C I Extr (CC, B) 
为 此 ， 先 兆 虚 图 ; 
0—>A—>E-i>D—>0 
i 


0—>B—>GAE>H—>0 


由 于 CG 是 内 射 模 ， 故 有 堪 开 -映射 5: 三 一 >CG 使 上 图 中 的 左边 
正方 形 是 交换 图 。 从 而 又 有 左 并 -映射 p: D 一 > 及 使 下 图 交换 ; 


0 -4 一 > 一 0 


| "| a (N) 


0 一 > 厅 一 >G- 二 > 万 一 >0， 


现在 芳 察 下 面 的 立体 图 
oD ni) 
ToCo) 一 ， 7 了 《及 ) 
ie | 
"| somo) lite, 
ps, ， Exthles Xf) 


HomC ,五 ) 一 一 一 一 Exti(C,B) 
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因为 A 及 3 都 是 自然 的 ， 故 上 、 下 两 个 水 平 的 正方 形 都 是 
交换 图 。 由 图 CI) 及 图 CI) 知 前 、 后 两 个 竖立 的 正方 形 都 是 交换 
图 。 又 因为 z 是 自然 变换 ， 故 左边 竖立 的 正方 形 是 交换 图 。 

现在 已 不 难看 出 右边 竖立 的 正方 形 是 交换 图 可 实 上 ， 当 
xcE7f 1 时， 由 于 A4 是 满 射 ， 故 有 yET"(D) 使 x =As(y)， 
于 是 有 ， 

Exts(C,-) (f) .Cx) = Exts(C,-) (f) :mA (yy) 

=Exti(C,-) (fFf)*a to(y), 

Val I(f) Cx) = aT A (Cy) = msAsTI (pp) (Cy) 

= OgpTa{ "(0) (7) = 9 orTo(y) 
= Exts(C,—-) (Ff).9To(y). 

这 样 ， 我 们 证 明了 右边 竖立 的 正方 形 是 交换 图 ， 也 即 证 明了 
图 〈 亚 ) 是 交换 图 。 因 此 9 是 自然 变换 。 而 每 一 个 p ,都 是 同 构 映 
射 ， 故 71 衬 Ext8(C,-)。 

现在 假设 自然 变换 给 出 T"!1 衬 Ext3"1(C, -),n 之 2， 

我 们 仍旧 对 于 每 一 个 左 R- 模 4 取 定 一 个 左 R- 短 正 合 列 
0 一 > 4 一 > 一 >D 一 > 0， 其 中 玉 是 内 射 模 ， 

因为 {7"|ln€Z} 是 强 连通 的 ， 且 因 n 宇 2， 从 而 T"…1(E) = 0， 
1"( 户 ) = 0， 故 有 正 合 列 


0 —>7"1D) Ss >T'(A) > 0. 
因此 A ' 是 同 构 映射 ， 
因为 Exts (CC 天) =0，Ext(C, 忆 ) = 0， 故 有 正 合 列 ， 
0 —>Ext-1(C, D) ExtstC 4)— >0 
因此 32: :是 同 构 映 射 。 


现在 命 V =32 :7o(A 1)-1， 则 
Wa: 7"*(A) 一 人 > 下 Xta(C， A) 


是 同 构 映射 ， 且 有 交换 图 ， 
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A4”， 


7 世 ) 一 一 > 人 (4) 


nD pa 


2 


Ext*-'(C, DD) >Ext:(C, A). 
我 们 证 明 y 是 7T" 到 Ext: (C, - ) 的 自然 变换 。 
为 此 ， 设 EHom; (A, B)， 并 设 对 于 左 R- 模 8， 取 定 的 龙 


尺 - 短 正 合 列 是 0 Pp >C FH > 0， 其 中 GG 是 内 射 模 。 
则 有 交换 图 ; 


| 
昌 


恰 一 ] 


T"1(H) >T"(B) 


jy ps 
| 


Ext*-1(C, H)— >Ext" (GC, 万 ) 
当然 仍 有 交换 图 (NN). 


现在 考察 下 面 的 立体 图 : 
A 和 1 
T "~1(p) T*-1(D) - T"(A) 
ID 1 n—1 TU 
7 五) 一 一 一 一 一 一 7T'(B) 由 


v 
ml Exts-1CC,D) 24 fa yt C,A) 


如 D1-1 pfxtiC -x ) 
Ext 和 10C 万 ) 一 一 一 一 一 >ExttC BY 


和 前 面 一 样 ， 先 可 知 上 、 下 、 前 、 后 及 左边 正方 形 都 是 交换 
任 ， 从 而 又 可 知 右 边 正 方形 是 交换 图 。 故 攻 是 自然 变换 。 因此 
TExt" (C, ~ )., 


21.3 达 代 连接 同 态 映射 
设 17"; -0od 一 > 和 一 modjncEZ) 是 一 合共 变 图 子 负 序 
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列 ， 生 是 连通 的 。 再 设 已 给 一 个 左 及 一 正 合 列 : 


0 一 >4 ,一 人 4 一 > -一 >4 一 >4 一 >0 ( 乙 ) 
命 六 ,= kera,, i = 1，…， 旋 一 工 kK,= A,, 则 有 短 正 合 列 ; 


Qi 
0 —> KK. > A ——>K ,~—*0 


Up GQ p_i 
0 —> Ap 一 4 一 一 > 人 ~——>0 


2 一 1 ， "> pp 2 > 


于 是 对 于 每 一 个 nCEZ， 有 连接 同 态 映 身 
1" (A) ~ 1" (天 ，) -一 > 人: (K) 
TH1K) IIT CK,) 


T"t2-3 (Ks) — ST"te-2 (K ,_,) 
T"+2-2(K ,_,) — ST"t?e-!1 (A ,) 
它们 的 积 
"(A.)—>T"+? 1(A,) 
叫做 正 合 列 ( 乙 ) 确定 的 迭代 连接 同 态 映 射 。 
现在 我 们 下 明 关于 迭代 连接 同 态 映射 的 -一 个 定理 。 
定理 21.2 设 {7"|nE2Z} 是 一 个 共 变 函 子 负 序列 ， 且 是 连 
通 的 。 若 已 给 左 尺 - 映射 交换 图 ， 
0 一 > 太一 >X >y >Z 一 >0 


0 SW > XY “>7/ —>0 


其 中 上 、 下 两 行 都 是 正 合 列 ， 浊 设 上 面 正 合 列 及 下 面 正 合 列 确 定 
的 迭代 连接 同 态 映射 分 别 是 
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D: T7712Z)— Ty), 
D’: T7122)— Tt). 
则 有 居 换 图 ， 
To-1 02) 一 全 >Teti(W) 
Ti Ta 
Te-1(0Z7) —>T "(WW ). 
证 设 人 ,=Eera 1=1,2; ,= 2, 则 有 短 正 合 列 . 


3 2 


> 0 


从 出 有 连接 同 态 有 映射 ， 
T7712) OTKD), TKD)— >T"+i). 
总 已 =AA" 1 TI OTT). 
国 禅 ， 设 K'= kera', 1= 1,2; K, =2， 则 有 短 正 
合 列 ， / 


A p 
0 一 一 -一 > pr oy YY/ 一 一 > 大/ 一 -一 一 > (0 
/ 
一 Cr 
从 而 有 连接 同 态 映 射 
Te1(27) A 人 A’ 7T， (K',), 


1" (KK1) _A”T"ri(W). 
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ii 


hp 


赦 D’ =A AT 1(2)— ST (WW). 
因为 明显 知 有 交换 图 
0 一 >》 玫 一 一 > 和 一 一 > 天 ,一 > 0 
C 5 7 
0 SW > RR > 0, 


0~— K, 二 一 > 7 ->Z->0 


7 | | p | 


六 ， 
0 一 > 天 代 一 > 7 一 > Z 一 >0 


故 由 于 连接 辐 态 映射 是 自然 的 ， 就 有 交换 图 ， 
T"1(2) ->T" CK,) 
1T"-1(p) Tr(n) 
Ti(2Z/) A TK ), 
T" (Ki) _ A ,Tidy) 
1 a(n) 1"+1 (@) 
T"(K1)_ A’ Ti ) 


将 这 两 个 图 接 起 来 ， 就 得 到 交换 图 ， 


To- (2)— + >T"+i (WW) 
D! 时 
7T10707) 一 一 一 > 了 7 ) 
21.4 及 交换 图 定理 
若 左 RR - 映射 图 


pr 
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or| 


4 7 一 一 > pp/’ 


满足 
pa = -2 0 ， 
则 称 此 图 是 一 个 反 交 换 图 ， 
我 们 给 出 儿 个 有 用 的 反 交 换 图 定理 ， 
定理 21.3 设 {T"|nEZ} 是 一 个 共 变 函 子 负 序列 ， 且 是 过 
通 的 。 老 已 给 左 尺 -映射 交换 图 . 
0 0 0 
0 一 >4/ 一 一 > 4 人 >47 一 >0 
中 
0 一 >B'/ ~ 、pB_4 pr >0 
g | 5| g” 


a 


0 >C >C_4 >cr 0 


0 0 0 
其 中 每 一 行 及 每 一 列 都 是 短 正 合 列 ， 则 有 反 交 换 图 ， 
Tri(CO) A >T"(C’) 
As A， 
A v 
Tn (A’) ——— > "1(A’) 


其 中 A 是 连接 同 态 映射 。 
证 首先 容 多 知道 有 两 个 正 合 列 
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0 4 py 8 1 , 
0 一 六 4 一 一 一 > A4———> BB’———>C”——>0, I) 


0 34 ->p sc Cr >0, (1) 


再 设 正 合 列 (I)、( 王 ) 确 定 的 迭代 连接 同 态 映射 分 别 是 
D. TT" 1C*)— 7 "11(A’), 
D’: TC)— HT"+1(A’). 
我 们 作证 册 
D=-D’, 
为 此 ， 命 
5: /A’—>A@B' t: 4 四 也 一 人 > 也 
af > (a(a’), Fo))， (a, 07) > f (9) -a’(b’, 


则 直接 验证 邑 知 有 左 R - 短 正 合 列 


0—>A'— >ABB'— >BE >C'—>0 
(H) 
再 命 
6:; ADB— >A Ee. A— A nn, APDB’—3>B’ 
(a,6’) F> 0) Qa/ > 一 G7， (ga, 8) 一 -> 一 有 / 


则 直接 验 亚 即 知 有 下 面 国 个 交换 岁 ， 
0 — 3A’ >A®B 一 > pS Cr > 0 


1 E 2”| 1 
到 a Vv f"p [sd Y¥ 
0 一 人 A———> A ———> BB-—>0C”—>0,， 


0 — > 4 一 一 > -48 一 一 > 月 -二 > Cr__>0 
e | g 1 
0 yy > B! EC Bb” 7 


于 是 当 设 正 合 列 ( 亚 〉 确 定 的 关 代 连接 同 态 映射 是 
1”, 7 1I(C7) > "Ti(A’) 
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时 ， 据 定理 21. 2 知 有 两 个 交换 图 : 
了 1 (C*) _D Tt (A’) 


oF 


iT T*+1(1)=1 


y DD 
TT" 10C)——>7"™(A’) 9 


Te-IKCO — 2 >T*+i(.4/) 
1 二 了 "1(1) T"+1i(e)= —1 

TCD) — >T"+1( A’) 

因此 D=D"，D’ = - Dr 从 而 有 
万 = -也 /. 
根据 了 DD 的 构成 可 知 D= 0"0" i, 
6"—i 6 
TI CH)——> TT"(K,) 一 一 全 人) 
其中 0 是 连接 同 态 映 射 ， 全 := kerg”. 


明星 知道 存在 左 尺 = 决 射 p; A” 一 > 人 ,使 下 图 交换 ， 


i 1 
0 一 -一 一 性 区 / y Br” 人 3 C7 > 1 


?| : | | 
0 一 -> Kl CC 下 ”一 一 一 > C” ———» 0 
且 易 知 o 也 使 下 图 有 交换. 


0—> A — > 4 一 一 > 4" 


| 1 | 
人 YY fp 


0 一 > 4 一 一 > 才 一 > 人 一 人 0 . 
于 是 根据 连接 间 仿 耽 射 是 自然 的 ， 知 有 区 换 图 ， 


> 0 


307 


308 第 六 章 函 子 Ext 
J" 1(C7) As _、 TT (A”) 
1 f"(p) 


T"1(Cr) 9 > "(kK) 9 
To(4O) 一 全 > >Tosl04/) 
Tl"(p) 1 
T"(K)— >T"+i( A’) 
因此 有 A:As 1=0"0""1=D 
同样 ， 可 以 证 明 AAA 1= 万 /. 
这 样 ， 由 于 如 = - D'， 就 有 A*A"*- 1= 一 人 ;A3 !， 癌 有 肥 克 
Al 
Ti(C)——>7"C/) 
A ”1 A， 
T" (A — > Tt A) 


推论 21.1 设 {17"]n€Z} 是 一 个 共 变 函 子 负 序 列 ， 且 是 连 
通 时 。 若 已 给 左 R - 链 上 映射 交换 图 ， 


0 0 
了 

0 一 > .4 一 > 4 一 >.47 一 >0 
0 3 yb,, 0 


J ll 


0 一 人 (CC ”一 人 CC 一 人 CC7 一 > 0 


il 


0 


0 
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其 中 每 一 行 及 每 一 列 都 是 短 正 合 列 ， 则 有 左 R- 链 上 映射 反 交 
换 图 / 
CC 一 > 人 7 


rr 


证 无 R- 链 上 映射 的 正 合 列 、 短 正 合 列 、 交 换 图 及 反 交 换 图 
无 非 由 左 玉 -中 射 的 相应 概念 综合 而 成 。 故 由 定理 21.3 即 得 此 
推论 。 


习 题 六 
(1) 设 已 给 左 尺 - 短 正 合 列 


,ra ,Bb 4 
0 一 1 4 一 Ah 一 0 


并 设 已 给 左 R- 模 8B， 则 有 长 正 合 列 ; 
0 ~— >Hom,(A/A’, B) >Hom, (A, B) 2 


Homa (A’, B) ~ >Ext!i (4/4’, B)->... 


证 明 ， 左 且 - 映 射 4'-+>B 能 被 扩张 成 4 二 如 ， 当 月 仅 


3 2(f)=0., 
(2 ) 设 4, 是 任意 Abel 群 。 证 明 . 
bxt", (A, B)= 0,， Yn>2. | z / 
(3) 设 4 是 Abel 群 ， 且 有 mE2 使 mA=A, 证 明 ， 若 
0 一 A 一 ->L/ (m2) 一 0 是 一 个 Z- 短 正 合 列 ， 则 此 短 正 合 列 
可 裂 。 
(4) 设 4 是 皖 Abel 税 ， 证 骨 ， 
Exti(4,Z) 兰 Hom， (A,R/2). 
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(5) 设 民 是 交换 整 环 。 对 于 尺 - 模 4， 当 ”ER 时 ， 命 
hr: .4 一 - 字 A 是 a 一 > ra， 则 4 是 RR- 有 映射 。 


证 明 ， 

(i) 4 是 非 抄 模 ， 当 且 仅 当 对 于 每 一 个 0rER，k, 是 
单 射 

(ii) A 是 可 除 模 ， 当 且 仅 当 对 于 每 一 个 0 下 rER，L, 是 
项 射 。 


(6 ) 设 尺 是 交换 整 环 ， 人 是 尺 -mod 到 尽 -mod 的 一 个 加 法 
浮子 。 设 全 保持 乘法 ， 即 对 4 4- 一 > 4， 必 定 人 (7 (4) 一 > 
(人 是 xF>7rxX。 证 明 ， 丰 人- 模 刀 既是 非 皇 模 ， 又 是 可 除 模 ， 
则 7 (4A) 也 既是 非 挠 模 又 是 可 除 模 ， 

(7) 设 有 是 交换 整 环 证明， Exts (4, 一) 及 Exts(-， 
B) 者 保持 乘法 ，。 

(8) 设 尺 是 左 和 遗传 环 。 证 明 ， 当 #n 之 2 时 ， 对 于 任何 左 
忆 - 模 4 及 BB， 恒 有 Ext*(A, B) = 0。 

(9) 设 R 是 Dedekind 环 ，A 是 非 找 R- 模 。 证 明 ， 对 于 任 
何 R- 模 B，E 上 xti(A4, BB) 恒 是 可 际 模 . : 

(10〉 设 是 'Dedekind 环 ，1() 是 RR- 模 B 的 抄 子 模 。 证 
衣 ， 车 存在 0 二 rER 使 rf(B)=0, 则 1(B8) 是 BB 的 一 个 直 
各 项， 

(11) 设 A 及 C 是 Abel 群 ， 且 有 mA=0=nC， 其 中 lm， 
n) = 1, 证明， 了 4 借助 C 的 每 一 个 扩张 都 可 裂 。 

(12) 设 5 0 一 》A 一 > BB- > C 一 >0 是 左 尽 - 模 4 借 
助 左 民 - 模 C 的 一 个 扩张 。 证 明 ， 5 在 加 法 Abel 群 e6C，4) 中 的 
阶 有 限 ， 当 且 仅 当 存 在 m EZ，m 志 0 及 左 R- 映 射 5, 日 一 >4 满 
是 51= ml， z 

(13) 设 个 是 R-mod 到 Z-mod 的 一 个 左 正 合 的 共 变 函 子 ， 
17"，RR-mod 一 >Z-mod} 是 一 个 共 变 消 子 负 序 列 ， 满 足 ; 

(1) {TT"} 是 强 连 通 和 的 ， 
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(11) 了 7 了"。 全 了; 

(iii) 当 ”>1 时 ， 对 于 每 一 个 内 射 左 全 - 模 己 ， 恒 有 
7T"(E)= 10. 

和 证明. 7 " 守 RR*T 了 了 ，Y nn 宕 0， 

(14) 车道 变 了 六子 负 序 列 { Rnmod >z_mod) 尖 中 

(1) ft 是 路 连通 的 ; 

(il) 存在 左 R- 模 CC 使 {' 守 Homs(--,C); 

(iii) 对 于 每 一 个 目 由 左 K- 模 B, 和 但 有 77"(B)=0, 
v n>1. 

焉 明 ，7" 硅 Exti(-,，C)，Y 1 宕 0，。 


第 七 章 妙子 lor 


本 章 对 函 子 Tor 作 专 门 的 讨论 。 


$ 22 ”者 干 基本 性 质 


根据 在 第 五 章 中 给 出 的 定义 ，Tors(4,，-)= 工 .4@。， 
Tor*(-,B)=L.xaB， 并 兽 同 时 几 Tor*(A, B) 记 
Tor?(A, 一 )(B8) 及 Tors(-,B)(A). 这 里 留 下 了 一 个 问题 ， 
Tors(A, -)(B) 与 Tor?(-,B)(A) 是 否 相 等 ? 

在 这 个 回 题 得 到 解决 以 前 ， 我 们 先 记 

Tors(A,—)=L,AWa, 
Tors(A, B)= Tors(A, -)(B);, 
torf(—-, BB)=L.0rB, 

tors( A, B)=tort(—-, B)(A). 


22.1 关于 Tor#(A,B) 


首先 ， 帮 7! 是 KR-mod 到 S53-mod 的 一 个 加 法 共 变 孙子 ， 则 易 
知 当 2 和 0 时 ， 恒 有 
LL,7T(B)=0，V 左 R- 槛 BB. 
因此 当 取 7 = AWs 时 就 得 到 下 面 定理 ， 
定理 22.1 当 #< 之 0 时 ， 
Tors(A, BB)= 0，Y 右 R- 模 .4 及 左 R- 模 B， 
现在 考虑 nn = 0 时 的 情形 。 我 们 有 下 面 定 理 。 
定理 22.2 Tort(A, 一 ) 与 4 的 sz 自然 等 价 。 特 别 ， 有 
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Tor?( 4 B) 宇 A B, Yv .A,B. 
证 ” 设 左 及 - 模 B 的 选 定 的 投 揣 分 解 契 
P. 一 一 > 忆 > 忆 > P,—>B-——> 0 
于 是 有 复 形 
A Ps: > ADa Pr Ss ADP1 > 
Ar Po—>0 
内 此 得 到 


pp — 4Q@。P， 
Tor?( A, B) im (16oa )) 


因为 4Gx 右 正 合 ， 故 有 正 合 列 
A PS ADaP, > A B—>0 
于 是 1m (1C9d) 一 ker(tCcoe)， 从 而 可 补 成 交换 图 : 


IO e 


-AP 一 人 400 


El 
Th 
下 


ArPolimn( ld,) 


故 得 到 
ra Tors(A, 有) 一 > AaB 
x +im(10d)— > (100e) (x) 

且 可 知 Ts 是 左 2- 同 构 映射 。 

现在 我 们 绸 证 时 zz 是 Tor (4，-) 到 4Gcox 的 自然 变换 ， 即 
有 交换 图 ， 

Torf (4， pda 
Tors (4，- ) (Ff) ler y BH >C 


Tors (A,， C)— > AOiC, ( 甲 》 
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为 此 ， 设 C 的 选 定 的 投射 分 解 起 
QS 0 C1 
则 所 定理 18.1 知 有 上 的 链 上 映射 f，Ps 一 ->Q。 使 下 图 交换 ， 
da d £ 
9 一》 一 一 > Po——> 卫 一 一 全 也 一 0 


fi | E 
VY eo, VY v Y 
一 一 > 0 一 一 一 一 > C—>0 
用 4 多 a 作 用 之 ， 得 到 交换 图 
1 di i098 
‘> AraP, 一 一 一 > A i, -一 一 一 > ACr 了 3 一 > 0 


1®fI 19®f 1 


1 1 v 162 v 
i ADO -QQ > ADC 0 


Tors(A, —)(f): Tort(A, B) 
—>Tors(A, C)x+im(100d,) 
-一 > (16f0) (x) +im (1e1). 
这 样 ， 当 x +im(164q1) ETor3(A4, B) 时 ， 有 
(To Tor®( A, —) (f)) (x +im(16d)) 
= To((1060f0) (x) +im (169e1)) 
= (1@nX1@F) (x), 
((1Cf) 73) (x +im(1Cd)) = (16f) (160e) (x) 
= (1n) (1@F,) (x). 


因此 图 ( 甲 ) 交换 。 从 而 * 是 自然 变换 。 故 Tor?(A, - ) 与 
4 四 * 自 然 等 价 。 

注 ， 在 定理 的 证 明 中 仅 用 到 4@。 是 加 法 共 变 函 子 ， 日 是 右 
正 合 的 。 因 此 ， 一 般 地 ， 若 了 是 加 法 共 变 函 子 且 是 右 正 合 的 ， 同 
样 可 以 证 明志 ,7 与 了 自然 等 价 。 
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a Ep EE 


re re se 


由 定理 22.2 及 定理 18,.9， 窒 易 但 了 | 下 面 定理 。 
定理 22.3 这 志 给 左 尺 - 短 正 合 列 


0—>B'- >B eB/ >0， 


有 在 4 长 正 合 列 
+—>Tors(A, 8 一 >Tor(4 DTorMA B’”) 


—> /AB > A81B > A B’—>0. 


证 首先 由 定理 18.9 知 有 长 正 合 列 
"—>Tort(A, B’)—>Tors(A, B)— > Tori(A, B”) 
—>Tors( A, B')—>Tor?( A, B)— >Tor( A, BD) 
—>0 : / 
然后 利用 定理 22. 2， 仿 照 定理 19.3 的 证 明 即 可 证 得 ， 
这 个 定 理 很 有 着 辣 思 。 我 中 向 和 江 ， 问 于 ACOR 一 般 仪 古本 正 合 
的 ， 故 仅 有 正 合 列 : : 


A B'S A B > F, 11 Br >0 


而 此 定理 则 说 明 ， 若 要 向 左 延伸 并 保持 正 合 ， 则 可 用 Tor?(4， 
X) 络 续 补 出 之 。 
又 , 当 4 是 平坦 右 R- 模 时 ， 由 于 4@: 是 正 合 的 ， 就 有 正 


0 — > A B'S> 4B es 


因此 自然 地 猜想 当 .4 是 平坦 大 RR- 模 时 ， 
Tors( 4 X)= 0，7 左 尺 - 模 入 ，VY2 

以 后 我 们 将 证 实 之 / 

对 了 1 宕 1 的 情形 我 们 有 下 面 定 

定理 22.4 若是 投射 左 R- 模 ， a #1 时 ， 有 

Tors(A, BB)= 0，Y 闪 R- 横 4， 

证 ”首先 由 定理 18.3 知 Tors (4,，B) 是 否 为 0 与 的 投料 分 

解 的 选取 无 关 。 今 也 是 投 竺 横 ， 改 可 取 妃 的 一 个 投射 分 解 征 


6 /1%, B”—> 0， 
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过 d g | 
P, SP,——> Pi——> P—>B—>0, 


其 中 三 "= 也， e=1s; P;=0, d,; = 0, t=1, 
于 是 得 到 复 形 
1d: 1 的 gd 


ACOgPa: > ACOs Ps ——> ACs Pi1————> ACOr Po 


一 -> 10 . 
从 而 Tor*(A, B)= 0，Y1nD1。 


22.2 关于 tor* (A,B) 


对 了 于 tors《 A,，P)， 有 与 To?*(A,B) 相 平行 的 定理 ， 共 证 
明 也 完全 类 似 。 因 此 我 们 在 这 里 只 写 出 定理 而 略 去 证 明 。 
定理 22,1 站 0<0 和 时， 
tcorw 4 HB)=0, YY.A,B. 
定理 22.2′ tor?( 一 , B) 与 Crz 呈 自然 等 价 。 烷 别 ， 有 
torsa( 4 B) A B, vA,B. 
定理 22,3′ 设 已 给 右 尽 - 短 正 合 列 ; 
0 一 > 4 一 > 4- 全 4 一 > 0， 
则 有 长 正 合 列 
‘tors(A’, B)——>torr(A, 也) -一 >tors( A”, B) 


人 i 
> A400 BB > ACsB A 1 B -> 0 


同样 ， 自 然 地 猜想 ， 当 妃 是 平坦 模 时 ， 
tors(XA,B)=0, VAX, vn>1. 

定理 22.4 区 4 是 投射 模 ， 则 当 n 宇 1 时 ， 有 
tors(.A, B)=0, vB. 


22.3 Tors(A,B) 与 tor* (A,B) 之 间 的 关系 


和 EEx: 的 情形 一 样 ， 有 下 面 定理 ， 
定理 22.5 对 每 -… 个 h C5 Z 都 有 
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Tors(A, B)tors(A, B), vv A, B. 


证 ”只 要 证 明定 理 对 于 n 宇 1 成 立 。 
我 们 先 证 明 


Tori(A, B)tori(A, B), Yv A, 8B. 


三 PP Sp >A—>0 


及 8B 的 一 个 投 冉 分 解 


Q. 一 一 人 Q: 一 > Q, 一 一 Q, 一 > 了 一 人 > 0 
命 人 ,= kere， Ho=kern， 则 得 到 两 个 短 正 合 列 ， 


0 一 一 K, 《一 > P -一 > 4 ~——y 0 


| 
0 H, CE» J 一 一 > Bb 一 0 


容易 看 出 有 交 换 图 ， 


0 


:torflA.Ho} ~ 0 “> twrt(A. 8) 


0 一 orf {Ks BT>Ko®H o 一 >KoQ@Co 一 > 1 的 有 一 > 0 


mh 让 和 


| 
| 

| 

l» OB l» ! 

‘ 0——*P BH esP BU rp dB 0 
| 

| 


EOl we oleo Le 


. ] np } 4 : 
: 0—> Tori(4. 8B) 一 >4 人 1 -410 全 4 一 10 


| ! |! 


0 0 0 


-a 


; [i Ble | ® 1 
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不 难看 出 图 (TI) 中 的 每 一 行 及 每 一 列 都 是 正 合 列 。 事实 
上 上 上， 由 于 已 ,是 投射 模 , 故 中 间 一 行 是 正 合 列 。 因 为 Q, 是 投射 模 ， 
故 Torr (os 8o) = 0，Torrd Qo)= 0, 羽 最 上 面 一 行 及 请 
下 面 一 行 都 是 正 合 列 。 由 于 是 投射 模 ， 故 中 间 - 一 列 是 正 合 列 ， 
坊 后 ， 因 为 P, 是 投射 模 ，tor? (Po, Ho) = 0,tor?(Po, B) =0., 
因此 最 左边 的 一 列 及 最 右边 的 一 列 都 是 正 合 列 ， 

对 于 图 ( 工 ) 中 用 虚线 框 起 来 的 部 分 应 用 定理 17. 4， 得 到 正 
合 列 : 

ker (CO1o0) —>ker(aCd1s) 一 Coker(aGCoOlr ) 

一 人 Coker(aGo1lo ) 


也 即 正 合 列 ; 


PW 7、 PWN 
0 一 ->Kerkawl0o0ly -一 > 0 一 0 -00 
© im (aC 1 0) z 1m (QQ 100), 


其 由 oo(x +im(aCV1a0)) = (15.00p) (x) +im (a 10,). 
A 为 1m (aCO1so) = ker (ed1ao), im (ad)10) = ker (e010,), 
帮 可 让 成 两 个 交换 图 ; 


e001 
PH—— > ABDH', 


~ 7 


POH,o fim(a®1n,) 


o9 
4 SRQ。 一 一 人 > yo 


7 7 
FB Qo /im(a® 1o,) 


直接 验证 即 知 有 交换 图 ， 
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PQH, PiDQ, 


0 
0 一 一 一 >kKer( -一 一 一 
"ole) 1m (a 1 0) 一 有 cei 
| 和 
1409 有 


0 -一 >Torf(A) 一 -> ABH, > 4C@Q。 


于 是 存在 9: ker (a 的 1s) 一 >Tor* (4 也) 使 上 图 交换 。 
由 五 31 理 知 w 是 同 构 映 射 ， 砍 Tor*(A, B) 守 ker(aG91s), 但 出 
图 (了)〉 知 ker(al91s) 尘 tor?(A，B), 所 以 Tor*(A, 已 ) 涯 
tori (A, B). 

现在 命 人 ;= kerdj;，j7 守 1; ,= kere， 太 ,= A， 则 有 得 
合 列 


a df 
0 一 -一 一 全) C -> PF, 一 大， 一 人 


县 由 推论 18. 3 知 
tors+ri(4， B) tor? (人 bp BB), n>1 
再 命 万 ,=kere iD Ho=kern 万 = B,， 则 有 有 短 正 


合 列 


0 一 一 > H, Ch V. -一 > 及， 一 一 0 


且 由 推论 18.2 知 
TorsilA, B)ETort(A,H.-'), ?一 | 


科 用 短 正 合 列 《*) 及 (#* *), 可知 有 交换 图 
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! 0 
| 
| | 四 
torf(K j-1, Hi;) 0 tr 人 tli!) 
| lx oO | ' | 
0 一 > 了 ori( 关 -一 大 /全 下 一 人 天 他 Qi—PRK OH -0 
a 1 "| | /lo | 
[| 


l pi B, | | ( L ) 


0——P ,OH, 一 OO —PrPSH,- -0 


0—rTorKke Hi- rRK. SH —*K, 


1 
i i CH 


head Hr i 


; HO di id 


| 1 |! 


0 0 


且 其 中 每 ~… 行 及 每 一 列 都 是 正 合 列 〈 理 由 与 图 ( 工 情形 类 似 )。 
我 们 考察 图 〈E) 中 用 虚线 框 起 来 的 部 分 。 首 先 有 
Tors (Kjy, {iL1) ker(l, CRP), : 
tors (K; .1,11) Eker(a0d1n,). 
利用 ;910, 及 1r;EB, 是 单身 ,并 利用 虚线 方 框 内 的 正方 形 交 
换 图 即 知 ker(1;,6p6) =ker(arColrn 
因此 有 
Tor? (Kj, Hi_) Stor? (及 FH). 
因为 tor? (Kj ED) 宕 Tors (天 9 瑟 )， 故 有 
Tor? (Ks Hi) Tor? (天 Hi) 
这 样 ， 就 有 
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me 


Tor®s,i(A, BTors (A, HF.,_i) = Tori(£. 1» 1 ,1) 
Torr(K oo, Hs) 
Tor? (K,._,,H.,) Tora(K. B) 
torr(K,_1, B) torsi (A, B) , n>1., 
由 于 这 个 定理 ， 今 后 我 们 只 用 记号 Ter:Tors (A, B8) 既 作 
为 Tors( 4，-) (万 ) = 志 .4Gas (也 )， 也 作为 Tor* (--,，B)〉 (A) 
= LC B(A). 
现在 我 们 指出 ， 销 子 Tor 共 有“ 对称 性 ”， 
首先 容易 知道 ， 当 已 给 左 R- 模 立时 , 对 于 +r ER" 及 x € 并， 
定义 xr=rx， 则 文成 为 厂 天 - 模 。 这 里 R” 是 环 的 逆 环 ， 集 
R"”"”= 集 尺 ， 当 a,bER"” 有 时 ，a, 在 R"” 中 的 和 a + 5 就 是 a，5 在 
尺 中 的 和 e+ a,b 在 R” 中 的 积 ob 是 5,4 在 RR 中 的 积 ba。 同 
样 ， 当 已 给 右 R- 模 和信 时 ,对 于 r ER” 及 x EX, 定义 rx = xr 有 时 ， 
则 区 成 为 左 尺 " 盖 模 。 又 易 知 Homa(X,Y)= Homs*r (X,Y). 
从 而 又 可 知 ， 失 是 投射 左 〈 右 ) 尺 - 模 当 且 仅 当 和 是 投射 布 ( 左 ) 


尺 oP- 模 ; XX 和 :是 左 〈 布 ) RR- 复 形 


( 正 合 列 》 当 且 仅 当 它 是 右 ( 左 ) . 民 "…- 复 形 《〈 正 合 列 ) ， 
定理 22.6 设 已 给 厂 R- 模 4 及 左 R- 模 ， 则 有 
Tor®s(A, B)Tort  (B, A), yn€Z. 
证 ” 任 取 右 尺 - 模 4 的 一 个 投射 分 解 


ds di 
P: > Ps:> Pi >P,—>A—>)0, 


则 Torr (4，B) 之 H.(Ps@81B)， 这 里 PO:B 是 
(Gr B) PL 
根据 上 面 所 说 , 呈 了 岂 是 左 RR”- 洪 4 的 一 个 投射 分 解 我 们 将 


它 记 作 户 , 则 Tors" (万 , A) 之 H,(B@n?P),.， 


利用 张 量 积 的 泛 性 质 易 知 有 Z- 同 构 映 射 1,: Pa 了 B 一 > 
BO ,满足 Xx,LH>5Ox,, 于 是 立刻 知道 有 交换 图 : 
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: 人 rr— 
一 Te - 


d's; | 从] d » 的 上 
PP 罗阳: :Pn OB— P.OB 一 人 的 有 


叶 “ 


BBR?Ps: 、。， Po BOP, —r BOP-— 


由 此 可 知 HH.(P4@rB) 之 H,(B@rr: 忆 4), 故 
Tors( A, B) Tor?s” (B, A). 

注 ， 函 子 Ext 没有 这 种 “对 称 性 ”. 

定理 22.7 当 1 之 1 时， 车 4，B 中 至 少 有 一 个 是 平坦 模 ， 
| 四 

Tors(A, B)=0. 

iE 我 们 只 对 4 是 平坦 模 的 情形 证 明 ， 2 的 十 形 本 
以 类 似 地 证 级 . 

任 取 B 的 一 个 投射 分 解 

QO, … 0 >01 >0,— >B—>0 

为 4 是 平坦 神 ， 改 4@s 正 他， 从 而 有 正 合 列 


IADQ > A > 400 
A B——>0. 


因此 得 到 
Tors(A, B=0, Yn>1., 

我 们 来 证 明 这 个 定理 的 较 蝇 形式 的 赣 ， 鳃 下面 的 宅 理 。 
定理 22. 8 

(1 ) 若 Tor?(4, B)=0，YV B， 则 [是 平坦 模 ; 
(1; ) 若 Tor?(4， 已- 0，Y .4， 则 至 是 平坦 模 。 
证 “我 们 只 证 明 (人 。 完 全 类 似 地 可 证 GD。 
证 4 是 平生 模 ， 作 让 三 R- 间 时 


B’»—>B 
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这 时 总 可 将 它 补 成 堪 尺 - 短 正 合 列 : 

0—>B'——>B-— >B’->0 
于 是 有 正 合 列 ， | 

Tors(A, BO 一 >4Q@B -区 > 4Q8 
据 已 给 条 件 知 Tor?(A4, B”) = 0。 故 1Ci 是 单 射 。 因 此 4 
最 后 ， 我 们 指出 ， 由 于 定理 22. 7, 在 计算 Tor: (4, 了 B) 肘 ， 

可 以 用 .4 的 平坦 分 解 或 如 的 平坦 分 解 来 代替 它们 的 投射 分 解 。 即 

定理 22.9 设 
P， SP > pi > Pp >A >0， 


Q, 1 >, 一 >Q, 一 >Q, — > B-— >0 
分 别 是 4 及 五 的 平坦 分 解 ， 即 已 及 Q 都 是 正 合 列 , 且 每 一 个 ;及 
每 一 个 Q, 都 是 平坦 模 。 则 有 

(1) Tors(A, 孟 ) 空 吾 ,( 忆 Cn B), Y1 GZ; 

(11) TorasC(A, BSH, (CACOQs), VnEc, 

证 ”我们 只 证 明 (i)。 完全 类 似 地 可 以 证 明 Gi)。 又 ， 明 显 
知道 只 要 对 n 宇 0 进行 证 明 即 可 ， 

由 复 形 n . 

POP POB- ES POP- 

P@B- 一 -> 4@B__>0 

知已 (PP 了) 


~ Pl B ~ = -A z dW 
Tim WD * 又 因为 @s 8B 是 右 正 合 的 ， 从 而 PiQ B 一 一 > 


P.@B 一 一 > 4@B8 一 > 0 是 正 合 列 。 故 im (dGD 
=ker(eQ1)。 因此 H,(PsJ 的 B) 守 ABeTor?( 4, B). 
现在 证 明 Tor*(A4, B) 守 Hi(P.,B). 
为 此 ， 命 人 o= kern。 则 有 有 短 正 合 列 
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CO »0 > B—>0 
. K, 一 
于 是 有 正 合 列 “一 
ta 
Tor? (A, Qu 一 >Tor?( A, B) 一 > AOK, ——-> 
z A OQ, 


因为 Q, 是 平坦 模 ， 故 Tor? (4, Q,) = 0 。 因 此 有 正 合 列 


0 —>Tor?( 4, B) 一 >4QK So Oo 
(IY 
又 ， 明 显 知道 有 交换 图 


POOK, P09 PAOOB 


Tr 


] 。， ] 2 | 
0 — > PBK P:O QW, 一 > Po 也 一 > 人 


dl azc9fe aen 


1» a v | p ,On v 
0—POK> POQ, 一 一 > PP 内 ->10 


d .01,0 | d10910, on 


| >， ls,C 
0 —> POK, 5 P09 0, pop > 9 


Y 


0 0 0 
且 因 每 一 个 已 , 都 是 平坦 模 ， 故 图 中 每 一 横行 部 是 短 正 合 列 ， 于 
是 得 到 链 上 映射 短 正 合 列 ， 
100n 


0—> PBK > pWO,— > pp 0 
从 而 有 正 合 列 z z 
Hi(P.BQ) —>H(P,® B)—>H, (POK) 


—>H,( P000,) 过 
其 中 
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Ee 一 - 一 . . - - - -2- 


po; H, (PIOK)= POR >H,(PRO,) 
”P.OQo 


We 


im (dW10, ) 
Xi 十 incdQL 六 一 > (1 CY a) (x) +im (aiC91o, ) 


因为 Q@ ,是 平坦 模 ， 玫 P QQ Bio PiQQ, 2 Slo 


忆 。 的 QO。 是 正 含 列 , 从 而 避 1 (PCOQ = 0 。， 因 此 有 正 合 列 
0 —>Hi(P/s® 8B) —>H, (POK)—>H,( PDQo) 


(HH) 
因为 aK 是 右 正 合 的 ， 故 im (d1C91,) = ker (eC91,), 因此 
有 交换 图 


* 1 
, POK— Ss AGRE 


~ 人、 J 
7 


Pr@K /intd @1lno) ) 


计 
UO. H,(P,OK,) —> ACK, 
x +im(di01,) 一 > (el,) (x) 


同样 ， 有 
p: Ho(POO)—> A QD 
y+im(d.0010) > (eCOloo) (») 
有 Lp 是 同 构 上 映射。 
容易 验证 有 交换 图 . 
0—>HiP®B)—>H (POK) >H (PHOQ) (IT) 


0 一 >Tor (4 了 万) 一 > AWK, CA AWO, (I) 
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Kit Tor®( A, B)EH,(P B). 
现在 假设 定理 对 于 # 成 立 ， 共 中 n 宇 1， 这 时 首先 有 正 合 列 : 
Ha( PAOQ) —>H, (PLO B)—>H, (POKo) 
-—> H, (P00)., 


因为 Qo。 是 平坦 模 ， 且 xi， 可知 五 (Pi 的 0) = 0， 
有 H,(P4@8) = 0. 因此 万 ,CCP4QB) 关 万 (PORK)， 故 据 : 
归纳 想 定 知 吾 ,CCP4QB) 关 Tors( 4 天 。)， 但 因 有 正 合 列 : 

Tors.i (A, Qo) — >Tor?,i( 4, B)—>Tor?( A,Ko) 一 一 > 
Tor?(A4,Q,), 而 n 宇 1, Qo 是 平凡 模 ， 从 而 Tor?,1(A, Qo) = 0， 
Tors(A,0Q0)= 0，, 故 Tor8 (4 BB) 之 or? (A,Ko) ， 所 以 
本 or2 if( 4， B) HP B). 


22.4 Tor 作用 于 直 和 

我 们 知道 ， 对 于 沙子 他， 有 A (DB,) D(AY Bi) 及 
(PAIY BID(AO B). 现在 我 们 证 明 ， 对 于 明子 Tor 有 
同样 结果 ， 即 有 下 面 定理 

定理 22. 10 

(1) Tor*(® As, B)e WTor (A B), vnEZ, 

(1 1) Tor?(/A, BPTIor (A, nr VnEZ, 

证 ”我们 只 证 明 (G)， 完 全 类 似 地 可 证 (ii)， 

忽 知 只 要 对 ?>0 的 情形 证 明 邵 可 。 

先 让 明 Tor? (@ 4，， B) BTorr( A,, B)., 


首先 ， 对 于 每 一 个 &E 天， 总 有 一 个 得 正 合 列 ， 
0 一 -> LIL, CA p, -> 4 一 一 ”人 


其 中 尸 , 是 投射 模 。 丛 而 有 得 正 合 列 
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0 一 > 四 [> BP, -> 四 4 一 >0 
这 里 fC ls *) 二 (1 fi Ci), “…)， g 的 意义 自 阴 。 
这 样 ， 我 们 得 到 两 个 正 合 列 ， 
0 一 >Torz (四 4，B) 一 > (DL,) BS (8 pI@B, 
0 由 or (A,,B) 申 (Lt B) ">D(P, OP), 
这 里 af 人 "> Xs ") 一 (… “9 (f ,0901s) (Xe)s ) 
容易 验证 下 图 交换 : 
0 Tors(d 4 B)- DB (@B POB 
gi . 0 , 


is 


0 一 > 中 Torr(4 D) 一 >@(LQB) —>0(PHB), 
六 里 所 满 吓 94 (GC… 1,…) @5) =《(…, 4b,…), 且 是 同 构 映 射 ， 
9; 的 意义 随 之 自明 ,了 且 是 同 构 股 射 因此 Tori( 中 A,, 8) 尘 

DTori(A,, B). 

现在 假设 式 () 对 n 成 并 ， 共 中 n 宇 ]， 

这 时 有 正 合 列 

0—>Torsi(®DA,, B)—>Tort (DL, B)—> 0 . 
I 比 Tors ,1( 中 A4,,B) 之 Tors( 旬 上, 8)， 故 所 归纳 假定 知 
or?,1(A,,B) 寺 HTor?(L,B), 又 因为 Tors,i (P,,B) 

—>Tor,(/A,, B)—>Tort (Li,B)——>Tors* (Pi,B) 是 正 合 
列 ， 而 Tors (PPB) =0,Tor?(P,, B)=0， 故 Tors(L,, 8B) 
Tor?,i(4,, B), 所 以 Tor?i(® A,, B) BTor®, (4,, B). 


23 Tor 及 搁 


鸭子 Tor 与 挠 的 慨 念 有 着 密切 的 联系 。 本 节 研 究 这 两 者 之 间 
的 联系 ， : 
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23.1 因子 1or (天 ，-) 
设 尺 是 非 零 交换 整 环 ， 并 设 4 是 尺 - 模 . 命 
1(A)={a€ 4 存在 0 关 rE 尺 使 ra 0}. 


则 易 知 1(A4) 是 A 的 一 个 子 模 ， 
f(A) = 4 时 ， 称 4 是 接 尺 - 模 ; 当 1(A)=0 时 ， 称 .4 是 非 
拱 记 -~ 模 ， 


容易 知道 ，#(.4) 恒 是 挠 尺 - 模 ，-- 并 _ 恒 是 非 挠 及 - 模 。 


A) 
现在 我 们 设 Q 是 忆 的 分 式 域 ， 并 命 
-0 
£ z 


我 们 在 本 有 段 中 将 证 明 ， 对 于 任何 R - 模 4， 恒 有 有 
Torfs(K, ~)(A) et(A). 
为 此 ， 先 证 明 下 面 三 个 5[ 理 ， 
5| 理 23.1 当 n 宇 2 时 ， 
Tors(K,A)=0， YR- 模 A. 


证 由 短 正 合 列 0 pc yO 一 x0 


可 得 正 含 列 
Tor? (QQ, A) —>Tors(K, A)—>Tor?_,(R, A). 
当 n 守 2 时 ,由 于 CQ 及 尺 都 是 平坦 尺 - 模 ， 故 Tors(Q, A) = 0， 
Tors.1(R, A4) =0， 因 此 Tors(K, A)=0. 
引 理 23.2 ” 当 A 是 挠 R - 模 时 ， 
: or (K, A) 二.A., 


证 由 短 正 合 列 0 —-> 一 全 他 me > 


可 得 正 会 列 
Tors(Q，-4) Tor*(K, A) RC A QC A. 
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一 


因为 是 平坦 尺 - 模 ， 故 Tore(Q, 4) = 0， 因 为 4 是 挠 尺 - 
模 ， 而 QQ 是 情 的 分 式 域 ， 易 知 Q 的 4= 0 ， 因 此 Tor? (K, A) 闫 
RA， 但 RA A， 所 以 Tors (kK, A) 才 A. 
引 理 23.3 当 A 是 韭 找 RR - 模 灶 ， 
Tor?(K, A) =0., 
证 首先 由 引 理 14.1 的 证 明知 .4 可 以 风 入 域 Q 上 向 量 空间 ， 
旨 存 在 一 个 Q- 模 请， 并 存在 RR- 单 射 p: 4 一 > 下 ， 于 是 有 短 正 
合 列 
0 >A >F—>_£ > 0 . 


iirLO 
从 而 有 正 合 列 
Tors(K, ££ )—>Tor! (kK, A)—>Tors(K, FE), 


LO 


由 引 理 23.1 知 Tort(K, 这) = 0， 又 因为 上 是 域 Q 上 的 


供 ， 玉 Q- 漠 玉 与 老 干 个 Q- 模 Q 的 直 和 同 构 。 从 而 尺 - 模 互 与 若干 
个 尽 - 模 C 辐 构 。 但 是 Q 是 平坦 R- 模 ， 故 EE 是 平坦 尺 - 模 。 因 此 
Tors(K,E)= 0. 所 以 Tor?(K, A)= 0. 
定理 23.1 对 于 任何 RR -机 4， 恒 有 
Tori (kK, A) t(A). 
证 ”由 个 正 合 列 


0——ri(A)—rA——>A/t(A)—~—+»0 


有 正 合 列 
A 


“Or? (kK, F087 一 一 > 个 OF (天 ， f 4) ) —> Tor® . CK, A) 


A )， 


> om 
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rr- -一 一-- | 


RS 
ie 


ne 


| / A /rT A 
由 引 理 23.1 知 Tor? (KK， 2) ,又 因为 - -Es -是 非 


挠 尺 - 模 ， 夏 由 引 理 23.3 知 下 or (从 ， Ty ) = 0 ,因此 
Tory(K, A) Tors(K,t(A4)). 
因为 1(4) 是 挠 RR- 模 ， 故 由 引 理 23.2 知 Tori (KK,t (4)) 学 
1( A). 于 是 上 or (kK， 4) 宕 fd4) 
出 这 个 定理 可 以 得 到 下 面 两 个 推论 ，。 
推论 23.1 对 于 每 一 个 情 - 模 ， 恒 有 正 合 列 ， 
0—>1(A)—>A—>Q00A—>KOA—>0. 
证 ”由 短 正 合 列 0 一 > 玉生 人 人 一 > 天 一 > 0 知 有 正 含 列 - 
Tor?(Q, A)— >Tor?*(K, A)—>ROA 
—>QA—>KOA—>0. 
因为 是 平坦 民 - 模 ， 故 Tors(Q，4) =0。 从 而 有 正 舍 列 ， 
0—> Tor?(K,A)—>ROA—>Q0A—> 
天 @4 一 >0 
因为 ora CK， 4) 兰 ! 4)， 尺 多 4 兰 4， 故 有 正 合 列 : 
0 一 4) 一 > 4 一 >QQ@4 一 > 天 @ 4 一 > 0， 
推论 25,2 设 4 是 尺 - 模 ， 则 4 是 挠 RR- 模 ， 当 且 仅 当 
QO A= (0， 
证 当 A 是 抄 且 - 模 了 时 ， 当然 QA= 0， 反 之 ， 设 QA 
= 0 , 则 由 推论 23.1 知 有 正 合 列 
0—>1(A4)—>A—>0 


故 4 兰 !(4)， 因 此 4 是 挠 尺 - 寞 。 


23.2 当 ?过 1 时 ，Tore(4, 另 ) 恒 是 挠 模 


在 本 段 中 我 们 将 证 明 ， 当 hn 之 1 时 ， 对 于 任何 民 - 模 4 妃 ， 必 
定 个 or* (4, B) 是 拱 模 , 
”为 此 ， 先 证 明 两 个 引 理 ， 
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引 理 23.4 若 在 R- 正 合 列 
-一 > -> 
中 区 及 Z 都 是 挠 及 - - 模 ， 则 了 Y 也 是 挠 RR- 模 ， 
证 ”因为 @ 是 平坦 尺 - 模 ， 故 有 正 合 列 
QOX—>QOY -一 >CCOZ 

由 推论 23.2 知 8 和 =.0 ,QZ = 0。 故 QCY = 0 .因此 由 
推论 23.2 知 了 是 邱 尺 - 模 ， 

引 理 23.5 若 B 是 找 R- 模 , 则 当 n 之 0 时 ， 

Tor?(A, BB) 是 找 模 ，v RR- 模 4， 

证 首先 知 4@aB 是 搁 模 ， 故 由 Tor?(A4,B) 之 AWaB 知 
Tor#(A,B8) 是 挠 模 。 

再 证 明 Tor*(4,B) 是 挠 模 。 为 此 ， 任 取 一 个 及 - 短 正 合 列 
0 一 >N 一 >P 一 A 一 > 0， 其 中 P 是 投 财 模 。 于 征 有 正 
合 列 :， 
0 = 个 or8( 忆 有) 一 > 个 or 4 也 ) 一 > 人 OO 也 

因此 Tor*(4, B) 与 YOB 的 一 个 子 模 同 构 。 但 WG@B8 是 搁 
横 ， 而 挠 模 的 子 模 当 然 是 挠 横 ， 故 Tor?(A, B) 是 搁 模 ， 

现在 假设 引 理 对 # 成 立 ， 其 中 ft 宇 1， 由 正 合 列 

0= Tor?.(P,B)—>Tors,.(A, Bb) 
——>Tors(N,B) 
#h Tor?ii1(A4, PB) 与 Tor? (NN,B) 的 一 个 子 模 同 构 。 据 归 纳 假定 
知 Tor*(N,B) 是 挠 模 ， 故 Torsyi(A,B) 是 搁 模 . 

定理 23.2 ” 当 n 宇 1 时 ， 

Torxs (4 也) 是 挠 模 ，Y 怀 - 模 A 及 B。 

证 ” 先 芳 虑 五 是 非 挠 R- 模 的 情形 . 由 推论 23.1 知 有 正 合 列 
0 一 >1(B) 一 >B 一 >Q@B 一 >K@B 一 >0。 因 为 B 是 非 找 
RR- 模 ， 故 1( B) = 0， 从 而 有 短 正 合 列 

0 一 一 也 一 人 > 的 日 一 > 天 的 采 一 > 0 , 
办 此 有 正 合 列 
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Torsii( 4 KB)—>Tors(A, B)—>Tort(A, QWB). 

急 知 Q 是 找 RR- 模 ,上 且 易 知 撞 模 的 同 态 象 是 找 模 ， 故 上 是 找 
刃 - 横 ， 从 而 天 的 有 是 挑 模 ， 因 此 由 引 理 23.5 知 Tora (4 天 按 
B) 是 找 模 。 又 因为 Q@@B 是 域 Q 上 向 量 空间 ， 故 Q- 模 QG@B 与 车 
二 个 Q- 模 CC 的 直 和 国 构 ， 从 而 尽 - 模 Q 的 B 与 若 于 个 尺 - 模 人 的 可 
和 同 构 ， 因 此 QB 是 平坦 R- 模 ， 于 是 Tors(A, QQPD) = 10， 
这 样 ， 束 有 正 合 列 Tor?i(4, KB) 一 >Tors(A,B) 一 >0. 
改 Tors(A,B) 作为 挠 模 Tor?i1(A,KOB) 的 同 态 象 ， 是 
挠 模 ， 

现在 萎 虐 B 是 任意 RR - 模 的 情形 .由 短 正 合 列 0 一 >1(B) 一 > 
B 一 > 太一 0 知 有 正 合 列 
Tors(A,t1(B)) 一 > 下 orz A, B) 


-一 : 扣 加 
> 了 ore( 4， yi 


因为 1(83) 是 找 模 , 放 由 引 理 23,5 知 Tor? (4,1(B)) 是 挠 模 ， 
因为 7 和 一 是 韭 找 模 ， 故 由 刚才 所 证 明 的 , 知 Tor* C4， 
契 兵 模 。 于 是 由 ?| 理 23.4 知 Tor? (A, B) 是 挠 模 。 


也 
1CB) 


3 24 这 系数 定理 


本 有 给 出 来 源 于 代数 拓扑 并 在 代数 拓扑 中 有 重要 应 用 的 同调 
泛 系 数 定理 及 上 同调 泛 系 数 定理 ， 
我 们 先 赴 明 下 面 ?| 理 ， 四 
引 理 24.1 设 只 是 布 遗 传 环 , 则 当 n 宇 2 时 ， 
Tors(X,Y)=0, YX,Y. 
证 首先 总 有 一 个 右 及 - 短 正 合 列 
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CT -一 一 


p 0 > 1—>P, 一 一 ”从 -一 一 0 


其 中 Po 是 投射 模 . 

因为 尺 是 右 遗 传 环 ， 故 投射 模 忆 。 的 子 模 P， 是 投射 模 。 因 
此 上 面 的 正 合 列 成 为 久 的 一 个 投射 分 解 ， 从 而 当 # 宇 2 时 由 于 
H,(Px@OY) = 0 就 有 Tors(X， Y)= 0. 

> 一 个 复 形 

C,， oR C oe 1 一 
中 每 一 个 C; 剖 是 投射 模 时 ， 我 们 称 此 复 形 是 反对 复 下 

定理 24.1 (同调 泛 系 数 定理 ) ” 设 尺 是 右 遗 传 环 。 则 对 任何 
左 尺 - 模 4 及 任何 投射 布 刃 - 复 形 


可 1 dn 
K. SK >K. Ky 


恒 有 可 裂 的 得 正 合 列 
0—>H.(K)COrA—>H. (K®1A) 
—>Tors(H,_(K), A)—>0 


多 


也 即 有 
H.(KOOnA)H.K)C ABTor®s(H,_K), 4) 。 
证 ”我们 先 来 计算 电 ,(K):4, 颗 .(K 的 1:4) 及 
Tor*(H.1(K), A). 
仿 前 ， 记 
B.(K)=imd,+r Ln(K)= kerd, 


z -、_ Z.(K) 
则 .CK) = EN 


务 知 有 正 合 列 


i yy 一 
0 一 一 ZK ) 一 一 作 一 一 > 让 太 )- 一 > 万 ;1 (到 ) 一 一 ( 甲 ) 


其 中 dy， Kj 一 >Zj(K) 是 xi->dj(x) ,yj 1 是 自然 同 太 
映射 。 
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因为 每 一 个 人 ; 都 是 投射 模 , 而 R 是 右 遗 传 环 ， 政 作为 下 的 
子 模 ， 每 一 个 4;(K ) 都 是 投射 模 。 因 此 ( 甲 ) 是 互 ;-1(K) 的 一 个 
投射 分 解 . | / 

于 契 有 


im (d/ +1001) “ 


_ k er (qd .001,) 
H,(KO0 A) im (d ,1001,) mt 


下 
Tors (Hl (AK) » A) 尘 人 


首先 窑 纹 证 明 ， 
1m (d ,+1001,) Sim(i,001,) Cker(d,0!1,) 
故 有 : z z 


(ker (dQ 14) /im (d+ 1)) him (G00 1) /im(d,;, ;60 1)) 


ker (4d,0010) /im (109 14) 


从 而 有 短 正 合 列 


0 >im ON/im Coat) ker (dd 14) /im (d+ 1 14) 


(> 
—— ker (dO1a) /im(i. W141) —>0 


ker(d, 1,) =ker(d GDl) ， 
故 有 : 
. 站 ny k er (qd.001,) 
Tor’ (H.,-i (K), A) -一 im (1,001,) 


§ 24 泛 系 数 定理 5538 


一 


We 


又 由 引 理 24,1 知 Tor?*(H,_1(K)，A) = 0， 页 ker(i,691,) 
= 0， 因 此 !.c91 是 单 射 ， 从 而 有 满 射 : 


plin Oa) im 人 sl) 
LZ,(K)A 一 六 im(d,rO1) 


且 易 知 kerp(i,@14) = im tdi.@15) . 故 有 


(kK A 1) 
HH, ) o im(d,.reOla) 


这 样 ， 由 ( 乙 ) 就 得 到 一 个 短 正 合 列 
0 —>H.,.(K)OA—>H.,(KA) 
—>Torr(H,._i(K), A)—>0, | ( 因 ) 
最 后 ， 我 们 证 明 ( 丙 ) 是 可 裂 的 ,由 于 (两 ) 是 由 ( 乙 ) 得 到 的 ， 
因此 只 要 证 明 ( 乙 ) 是 可 裂 的 . 
为 此 ， 考 虑 短 正 合 列 


> a 
0 — ZK Ka—rB (KO OT) 


其 中 d.”(x)=d,(xX), YX ERK.. 

因为 B,_1(K) 作 为 投射 模 KK。; 的 子 模 是 投射 模 ， 故 《本 ) 
可 裂 。 从 而 由 于 加 法 函 子 保持 可 裂 短 正 合 列 ， 知 有 可 裂 短 正 
合 列 


do1，4 
一 -一 一 -> 


fn 4 B._1(K)WA—>0 


0 ——>Z.(K)OA——>K,.4 
由 交换 图 


六 全 1 di, 
0 —7 BAS K Ap (AK)OA—y 0 


4 和 


z d .91 / 
0 —>im(1,.@141) CC» KA lp (kB 4 0 
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知 下 面 一 行 是 可 裂 短 正 合 列 ， 因 此 
KA 一 im (1,C01,) BW, 


i re mm 


从 而 


ker(d.GL) =imdQL) 田 (不 hker(dQL))》， 
因此 


ker (dX 1 /im(ad C0) =imG00 1) /im(d4001) 
Dw ker (dD) im ad /im (dr 1) 


从 而 有 可 列 短 正 合 列 


0 —im (C001) /im(d,r 0 1) Co ker(d.0 1yim (d,s 181) 
—( (of }ker Cd.00 14)) 二 im (d+ D)) /im (d.1100 14) 一 


于 是 gc 左 可 裂 。 从 而 (Z) 可 烈 。 因 此 (两 ) 可 裂 ， 

对 偶 地 有 下 面 定 理 。 

定理 24.2 (上 同调 泛 系 数 定理 ) ” 设 尺 是 左 遗 传 环 . 则 对 任何 
左 尺 - 模 4 及 任何 投射 左 尺 - 复 形 


dn dn 
Kk, > 一 > 


乌有 可 裂 的 短 正 合 列 
0 —>Exts (HK), A)—>H"'(Homs(-, A)K) 


—>Homa(H.(K), A) —>0, 
也 即 有 


H'(Homs(—-, A)K)eExti(H,(K), A)@ 
: Homs(H.,(K), A). 
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习 题 七 


(1) 设 R 是 交换 环 。 若 Ext?(A4,B)= 0，YB. 则 对 任何 
正 整数 ， 恒 有 Tors(4, 有 B)= 0,Y8. 

(2 ) 证 明 ， 对 于 任何 Abel 群 4 及 B， 当 1n 宇 2 时 ， 己 有 
Tor:(A, B)= 0. 


(3) 设 0 一 > 4/ 一 > 4 上 >4 >0 是 大 忆 - 短 正 合 列 ， 


且 47? 是 平坦 左 尺 - 模 。 证 明 ， 对 于 任何 右 对- 模 B， 恒 有 短 
正 台 列 0 一 > B@ A > BQ4 BOQ4 一 >0， 

(4)》 设 0 一 人 47 一 > 4 一 > .47 一 > 0 是 左 R- 短 正 合 列 ， 
日 .A4 及 A” 都 是 平坦 模 。 证 明 ，.A4 是 平 进 模 ， z 

( 5) 设 n 是 正 整 数 。 证 明 ，Tor’: (2Z/(n 2), B) 衬 BCm), 其 
中 BO)= {06EBInb= 0}. 

(6) 设 A4, BB 是 循环 群 ， 计 算 Tori( A, B). 

(7) 设 4, B 是 Abel 群 ， 正 整数 m,n 互 素 ， 且 m 4=nB 
一 0 , 

证 其 ，Tori(A，B)=0,， 且 当 0 一 D 一 CB 0 正 会 
了 时， 0 一 A@D->A@C 一 AB->0 正 合 . 


第 八 章 ” 环 及 模 的 维 数 


本 章 讨论 环 及 模 的 维 数 。 旨 在 说 明 函 子 Ext 及 Tor 是 研究 
环 的 有 价值 的 工具 。 


$25 ” 环 及 模 的 维 数 


25.1 模 的 投射 维 数 


定义 25.1 右 左 KR- 模 4 有 一 个 如 下 形状 的 投射 分 解 
‘00—>0 > .>i ,> PP A-> 0 
如 站; = 0，Y kn (注意 允许 ,= 0)， 则 在 .4 的 所 有 这 种 形状 
的 投射 分 解 中 , 必 有 一 个 投射 分 解 , 其 中 的 非 负 整数 ?是 最 小 的 , 即 
4 有 一 个 投身 分解 … 一 0 一 0 一 已 ,一 三 4 
一 0， 但 4 没有 以 下 形状 的 投射 分 解 : : 
0->0->Q ->…->Q->4->10 ,Mn 
这 个 到 小 的 非 负 整数 x 由 4 唯一 确定 ， 册 做 左 有 R- 模 .4 的 投身 
维 数 (或 同调 维 数 ), 记 作 paxrA (或 h, dimxr 4). 
右 在 4H 任 合 一 个 投射 分 解 
人 40 
中 ， 对 于 任何 非 负 整数 m， 伍 存在 正 整 数 k 汪 m 使 P, 霹 0 ， 则 称 
左 下- 模 的 投射 维 数 (或 同调 维 数 ) 是 ce， 记 作 pdrA= oo (或 
hdim» A= oo). z 
关于 投 时 模 的 投射 维 数 ， 有 下 面 定理 ， 
定理 25.1 左 A- 横 A 是 投射 模 ， 当 且 仅 当 pdarA = 0。 


J PP 
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一 一 一 一 一 一 一 -一 


证 若 4 是 投射 模 ， 则 4 有 投射 分 解 
“>0->0->Po .40, 
其 = P= 0， Yi 宇 1; ese=1l1， 故 5dgas4= 0， 
反之 ， 若 pdas4= 0 ， 则 4 有 一 个 投射 分 解 “ 
0—>0>PrA>0 
其 中 已 ,= 0，Yy1i>>1。 于 是 4 兰 志 ,。 故 4 是 投射 模 。 
关于 遗传 环 上 模 的 投射 维 数 ， 有 下 面 定理 ， 
定理 25.2 设 R 是 左 壮 传 环 ， 则 
pdzA 三 1， VY 左 R- 模 4. 
证 ”对 于 任何 左 R- 模 A， 首 先 总 有 一 个 左 R- 短 正 合 列 : 


0——>P(—>Po — A 一 一 > 0 


其 中 万, 是 投射 左 R- 模 。 

因为 R 是 左 遗 传 环 ， 故 投射 左 R- 模 PP, 的 子 模 Pi1 是 投射 左 R- 
模 。 于 是 以 上 短 正 合 列 是 4 的 一 个 投射 分 解 。 故 pdas4 和 1。 

现在 我 们 给 出 pdaA<<n 的 一 种 刻 划 ， 即 有 下 面 定理 。 

定理 25.3 ” 设 已 给 左 R- 模 4， 并 设 n 是非 负 整数 ， 则 以 下 条 
件 等 价 : | | 

(i) pdr A<n; 

(ii) Exth(A,B)= 0, Yh>n+1, vB 

(ii) Extat1(A, B)= 0, YB. : 

证 (i) 守 (ii)。 这 时 4 有 一 个 投射 分 解 

PP. 一 > 0 一 > 0>P, TSP, >> PP A , ， 
其 中 Pi= 0，ve>m 

由 复 形 四 i 四 

Homa(—,B)P,: 0—>Homa( Po,B) > Homa( P, 


B) OQ 一 和 0 一 3 
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和 Exth(A, B)= 0, vkRn+1, YB. 

(站) 之 (iii))、 这 是 当然 的 . 

(Ga) 僵 (1)。 帮 7= 0， 则 由 Extk(A,B)= 0，Y B83, 根据 
定理 19.6’ 知 4 是 投射 模 。 因 此 pdrs4 = 0， 

设 之 1, 命 

P. P,P >P, A 0 z 

是 4 的 任意 一 个 投射 分 解 ， 并 命 K,= kerd,, i> 1y KK,= kere， 
.1= A4， 则 由 推论 18,7 知 Ext%+1(A, B) 守 Exti(K,.1,B)， 但 
ExtR*1(.4, B) =0, vB， 故 Exth(K,_1,B)= 0， YB。， 因 此 由 
定理 19.6“ 知 人 。: 是 投射 模 。 于 是 4 有 投射 分 解 


0 ， 


di € 
一 0 一 人 人 一 KK (> P，， -一 ~ 加，，， 一 忆 一 PP 一 4 一 0 


赦 banx4< 和 nm， 
元 全 类 似 地 定义 右 到- 模 4 的 投射 维 数 pa A，， 并 有 与 定理 
25.1、 定 埋 25,2 及 定理 25.3 相 应 的 定理 ， 


25.2 环 的 在 投射 大 范围 维 数 
定义 25.2 设 太 是 环 .。 记 
1,D(R) =suptpda414 是 左 尺 - 模 }。 
它 岂 做 环 玉 的 左 投 射 大 范围 维 数 。 

我 们 给 出 1,D(R) <n 的 一 种 条 件 ， 即 有 下 面 定理 ， 

定理 25.4 设 A 是 环 ，n 是 非 负 整 数 。 则 1,D (R) 万 n， 当 且 
仅 当 Extx*1(A,B)= 0, YA,B. 

证 首先 当然 有 /1, DCR) 志 rn 当 且 仅 当 pdrx A 志 n, Y 4。 而 由 
定理 25.3 知 ，pdzA 志 nn 当 且 仅 当 Exts?1(4, B)=0, YB8， 故 
1,D(CR)< 志 nn 当 且 仅 当 Extx+1(4,B)=0, v4,B. 

作为 例子 ， 我 们 来 确定 半 单 环 及 左 遗 传 环 的 左 投 射 大 范围 
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关于 半 单 环 的 左 投射 大 函 围 维 数 ， 有 下 面 定理 
定理 25.5 环 RR 是 半 单 环 ， 当 且 仅 当 1,D(R) = 0， 
证 到 是 六 单 环 当 且 仅 当 每 一 个 左 R- 模 4 是 投射 模 ， 即 当 和 县 
仅 当 bpaas4= 0，Y4，、 因 此 六 是 半 单 环 当 且 仅 当 1,D(R)= 0。 
关于 左 遗 传 环 的 左 投射 大 范围 维 数 ， 有 下 面 定 理 。 
定理 25.6 环 k 是 左 遗 传 环 ， 妆 且 仅 当 I,D(KR) 志 1， 
证 设 R 是 左 遗 传 环 ， 则 据 定理 25,2 知 
pdsA<1, YA. 
因此 1,D(R) 志 1.， 
有 反之， 设 i,D(R) 志 1 ， 则 据 定 理 25.4 知 
Exti(A,B)= 0, vA, 8B. 
现在 设 4 是 任意 一 个 投射 左 天 - 模 ， 并 设 入 是 4 的 任意 一 个 于 
模 。 则 由 左 有 R- 短 正 合 列 : 


ee ee Te ee—— 


知 有 正 合 列 

Exth(A, B)—>Exth(X, B)->Exti(A/X, B), Y B. 

因为 Ext%(AJX,，B) = 0， 而 4 是 投射 模 ， 从 而 下 xt (A， 
B)= 0， 故 Exth( 鲜 ,B) = 0, YB。 所 以 是 投射 模 。 这 样 ， 
我 们 证 明了 投射 左 f- 模 的 子 模 是 投射 左 - 横 ， 因 此 六 是 左 址 
传 环 ， 

同样 定义 环 R 的 石 投射 大 范围 维 数 是 

rpDCR) = sup{ pa Asl A 是 右 R- 模 }. 
易 知 有 与 定理 25.4、 定 理 25.5 及 定理 25,.6 相 应 的 定理 ， 


25.3 模 的 内 射 维 数 
定义 25.3 ”车 龙 R- 模 4 有 如 下 形状 的 内 射 分 解 


f -MD 0— 0 ~ 
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La 一 一 一- i =. 


:= 0 ,Yk>>n (注意 ， 人 多 江 £2"= 0), 风 正 A 的 所 有 这 各 形 : 
稀 询 天 分 艇 中 ， 几 有 一 个 内 对 分 解 其 中 的 韭 负 整数 4 契 最 小 的 ， 
疏 4 有 -一 个 内 射 分 解 0 一 A> 上 i 一 …-> 上 "~> 0 ->0 悦 …， 但 4 没 
及 下 形 并 的 内 射 分 解 ，， 
0 -> 五 ?> 0 0 一 > Mn. 
这 个 访 小 的 非 负 整数 x 由 4 唯一 确定 ， 则 做 左 R- 模 4 的 内 射 
维 数 ， 记 作 id pA， 
者 在 柑 A 的 任意 一 个 内 射 分 解 
0 -4 万 0 | 

中 ， 对 于 任 辣 非 信 整数 m， 穗 存在 正 整 数 k>>m 使 :0 ， 则 称 

在 有 的 内 时 级 数 是 必 ， 记 作 ids A = co， 
关于 内 射 鳞 的 内 射 维 数 ， 有 下 面 定理 ， 
定理 25.7 左 K- 模 A 古 内 财 模 ， 当 县 仅 当 idrA4 = 0 。 

证 到 4 十 内 射 模 ， 则 4 有 内 射 分 解 
0 一 -一 五 "> 0 — 0 一 >…: 

其 中 = A，Ei= 0，VYi3P21，e=1 故 idnA= 0 

反之 ， 设 idqa4= 0 ， 则 4 有 一 个 内 射 分 解 
0 A E'> 0->0—>., 

其 中 i= 0 ，Vi> 1 ， 于 是 4 途 E'。 故 A 是 内 射 模 ， 
现在 我 们 给 出 ida8<n 的 一 种 刻 划 ， 即 有 下 面 定理 。 
定理 25.8 设 已 给 左 有 R- 模 3B， 并 设 # 是 非 负 整数 。 则 以 下 条 
(1) idaP<n; z 
(1i) Exti(A, B)= 0, VvVh>n+ 1, YA 
Gii) Extit1(A4, B)= 0, vA. 

,证 (i) 字 (1i)，。 这 时 已 有 一 个 内 射 分 解 
E, 0> BYE -一 > Ei >. yhr-1. >E'>0->0 


-有 0 ，Yi>n, 
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由 复 形 
Homa(A, ~ )E,. 0 >Homa( A, FE) > 
“Homa(A, FE")-> 0 -> (0. 
uh Exth(A, B)= 0， Y k>n+1, vy A. 
(让 ) 祝 (iii)， ”这 是 当然 的 . 
(ii 之 (i)。 若 n= 0， 则 由 Exth(A,B)=0,，YA, 知 B 
是 内 射 模 。 故 idaB= 0. / 
设 mn 宇 1, 命 
EF, 0>B_ SE > pi >... 
是 8 的 任意 一 个 内 射 分 解 ， 并 命 上 '=imd"!,， i 之 1， Leime, 
MExts+1( A, B) 之 Ezxt)(A,L"). 于 是 Extk(4, 三 = 0,Y 4 
故 上 "是 内 射 模 。 因 此 8 有 内 射 分 解 
0 -> 万 -2 >F > OE ER 
故 idsBn, 
完全 类 似 地 定义 石 R- 模 4 的 内 射 维 煞 id A;， 并 有 与 定 于 
25.7 及 定理 25.8 相 应 的 定理 ， 


25.4 环 的 左 内 射 大 范围 维 数 


定义 25.4 设 天 是 环 。 记 
LDCR)= sup{idsA|A 是 左 R- 模 }， 
它 册 做 环 人 的 左 内 射 大 范围 维 数 。 

我 们 给 出 二) 委 的 一 种 条 件 ， 即 有 下 面 定 理 。 

定理 25.9 设 天 是 环 ，1? 是 非 负 整数 , 则 IL.D(R)<n, 当 且 仪 
当 Extr'(A,B)= 0, Y A,B. 

证 首先 当然 有 ; i;D(R) 三 mn 当 且 仅 当 idaB 万 %，Y B, 而 由 
定理 25.8 知 ，idxB 志 n 当 且 仅 当 Extr'(4A,B)=0,YA， 故 
{DCR)<n 当 且 仅 当 Ext' (A,B)= 0,Y A,B. : 

同样 定义 环 R 的 石 内 射 大 玫 围 维 数 是 
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riD(CR) = suplid 4 A 是 石 R- 模 }。 
易 知 有 与 定理 25.9 相 应 的 定理 。 


25.5 环 的 左 大 范围 维 数 


由 定理 25, 4 及 定理 25, 9 立刻 知道 对 于 任何 环 R, 信 有 1,DCR) 
= J,DCR)。 同样 ，rpDCR)= riD(CR)， 

定义 25.5 1,D(R)( 或 1,DCR)) 岂 做 环 R 的 左 大 范围 维 数 ， 
记 作 ID(CR). 

同样 ，rpDCR》〉 (或 riDCR)〉 唱 做 环 R 的 右 大 范围 维 数 ， 记 
作 rD(CR)， 

对 于 环 及 、 车 【DCR) =rDCR)， 则 LDCR) (或 rDCR)) 叫 做 
环 R 的 大 范围 维 数 ， 记 作 D(CR) . 

可 知 ， 当 了 是 交换 环 时 ， 恒 有 1D(R) =rD(r). 但 当 KR 不 是 交 
换 环 上 时， 未 必 有 !D(KR)=rDCK)， : 

在 ID(R) 的 定义 中 涉及 到 所 有 左 R- 模 的 投射 维 数 . 事实 上 
可 以 证 明 它 只 涉及 到 所 有 循环 左 RR- 模 的 投射 维 数 。 为 此 ， 我 位 
先 证 明 下 面 引 理 , 

引 理 25.1 左 R- 模 8 是 内 射 模 ， 当 且 仅 当 

Exti(R/I1,B) = 0 ，Y R 的 左 理 想 I， 

证 设 8 是 内 射 模 ， 则 导 然 有 Kxti(CR/I, B)=0, vk 
的 左 理想 了 1, 

有 反之 ， 设 ExtkCR/1,B)= 0， Y R 的 左 理想 I. 

为 证 8 是 内 射 柳 ， 命 1 是 了 的 任 一 左 理想 。 则 由 左 FR- 短 正 合 


列 0—— 7 Co R 人 RI >0 有 正 合 列 
Hom.(R,B) >Hom (7 BExt:(R/I, B). 


因为 Exti(R/I1,B)= 0， 故 a* 是 满 射 。 于 是 对 于 任何 
f EHoman(l, 8B), 恒 可 补 成 交换 图 ， 
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Pa 
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故 B 是 内 射 模 ， z 
定理 25.19 (Auslander) ”对 于 任何 环 R， 恒 有 
1D(R) = supt{ pd R/I1I 是 RR 的 左 理想 }. 
证 设 sup{pa RR/1T11 是 R 的 左 理想 } =m， 则 首先 当然 有 
TAR DR 

车 人 =ce， 则 已 (后 ) = ooo, 于 是 1D(R)= mm. 

设 mm<co : 

若 m= 0， 则 pd R/T = 0，# 情 的 左 理想 了 . 故 对 任意 左 R- 
模 B 有 Exti(R/1,B) = 0，Y RR 的 左 理想 1。 于 是 由 引 理 25.1 
知 B 是 内 射 模 。 从 而 idaB = 0 。 所 以 LDOCR)= 0。 

莅 m 之 1, 命 

E, 0- 有 Fo 一 > >.. 
是 8 的 任意 一 个 内 躬 分解 ， 并 命 产 = imac bb i 之 1， 上 "= ime, 
出 Ext: (R/T B)Exir (CR/I,L")。， 因为 pdR/1<m, 故 
ExtitiCR/1,B) = 0。 从 而 Ext4(R/1,L") = 0，Y 7 了， 于 是 
"是 内 射 模 。 因 此 8B 有 内 射 分 解 

i LR 0 0 
所 以 idxB 三 mm。 从 而 DCR) 万 m。 故 ID(R)=m， 

根据 1D(CR) 的 定义 及 定理 25.5， 定 理 25,6 立 刻 知道 ,中 是 半 
音 环 当 且 仅 当 ID({R) = 0 ;RR 是 左 遗 传 环 当 且 仅 当 1D(R) <<1， 

因为 同样 有 ， 恒 是 半 单 环 当 且 仅 当 +rD(R) = 0， 故 又 得 到 ， 
R 是 半 单 坏 当 且 仅 当 D(R)= 0。 
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25.6 模 的 平坦 维 数 

定义 25.6 若 右 有 - 模 如 有 一 个 如 下 形状 的 平 过 分解 

‘> (>0 > ,> HA—> 0 

旨 F= 0 ，VYk>>n (注意 ， 允 许 了 ,= 0), 则 在 4 的 所 有 这 种 形状 
的 平坦 分 解 中 ， 必 有 一 个 平坦 分 解 共 中 的 非 负 整数 4 是 了 服 小 的 . 
这 个 二 小 的 非 负 整数 由 4 唯一 确定 ， 叫 做 4 的 平坦 维 数 ， 记 作 
fdqA:。 若 4 没有 上 述 形 状 的 平坦 分 解 ， 则 称 4 的 平坦 维 数 是 co， 
记 作 jd 4 = co。 

关于 平坦 模 的 维 数 ， 有 下 面 定 理 。 

定理 25.11 ” 右 R- 模 4 是 平坦 模 ， 当 且 仅 当 fd 4s= 0 

证 设 .4 是 平坦 模 ， 则 4 有 平坦 分 解 ， 

“> 00>F,—”A->0, 

其 中 Fo= A; ,= 0，i 宇 1; =14， 因 此 fqdAs= 0， 

反之 ， 设 fd.As = 0 ， 则 4 有 一 个 平坦 分 解 : 

0 -> 0>F,-rA>)0 

其 中 了 ;= 0，i>21， 于 是 4 关 Eo， 故 4 是 平坦 模 . 

现在 我 们 给 出 fd As<n 的 一 种 刻 划 ， 即 有 下 面 定 

定理 25,12 设 已 给 右 卫 - 模 和 4， 着 设 。 是 大 负 束 娄 ， A / 
条 件 等 价 . 

(i1) fdAs<n; 

(ii) Tor (A, B)= 0, VvRZnt+1, vB; 

(iii) Tors,,(A,B)= 0, YB. 

证 〈i) 全 (ii)。 这 时 4 有 一 个 平坦 分 解 ， 


dn t 
FF, “00 F—>h,_ ->… Fd FA 
其 中 让 ,= 0 ， V Rk>n, 


d 09 
FWB. .5020>F DB. PDB LF DB>0 
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知己 ED)= 0，VYVhk 宇 n+1，Y BB。 故 由 定理 22.9 知 
Tors(/A,B)= 0, vkR>n+l1, YB. 

(i) 之 (iii)。 这 是 当然 的 。 

(ii 和 之 (1)。 车 = 0， 则 Torg(d4,B)= 0，YB8。 故 由 定 
理 22.8 知 .4 是 平坦 模 。 因 此 fdAs= 0， 

设 wn 汪 1。 命 

F. “—» ,> > -A>0 
是 4 的 任意 一 个 投射 分 解 ， 并 命 开 ,= kerd,, i> 1; KK,=keres 
开 - = 4 则 Torsi,《A,B) 守 Tor?(K,-1B)。 于 是 
Tor?(K,_1B) = 0,YB。 故 多 :是 平坦 模 。 因 此 4 有 平坦 分 解 


"0—0—~K, CyF 0 
所 以 fdAs<n. | 
完全 类 似 地 定义 左 RR- 模 ,4 的 平坦 维 数 fdsA， 并 有 和 

25.11 及 定理 25.12 相 应 的 定理 .。 


25.7 环 的 弱 维 数 


定义 25.7 设 f 是 环 . 记 
rwD(R) = sup{faArl A 是 右 R- 模 } 

它 叫做 环卫 的 右 弱 维 数 ， 

我 们 给 出 rwD(R) 碾 n 的 一 种 条 件 ， 即 有 下 面 定理 ， 

定理 25.13 ” 设 R 是 环 ，n 是 非 负 整数 ， 则 rwD(CR) 夺 mn， 当 
且 仅 当 Tor?,,(A,B)= 0，Y A，B， 

证 ”首先 当然 有 rwD(R)<n 当 且 仅 当 fdAs<n，Y A 
而 由 定理 25.12 知 ya4a 和 2 当 且 仅 当 Tors (A,B)=0， 
y B, 故 rwD(CR) 过 n 当 且 仅 当 Tors (dB)=0，Yy4D 

同样 定义 环 R 的 左 蚂 维 数 是 

1wD(R)= sup{fda A| A 是 左 R- 模 }。 
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易 知 有 ”I1wD(R)<n 当 且 仅 当 Tors+ (4 有) = 0， 
Y 4, 了， 

由 此 好 知 ， 对 于 任何 环 玉 ， 恒 有 

rwD(R) = IwD(R). 

定义 25.8 rwD(R) (或 JuDD(R)) 叫 做 环 玉 的 弱 维 数 ， 记 作 
wD(F). 

回想 起 。 (i)ID(R) = 0 当 且 仅 当 天 是 半 单 环 。 其 根本 原因 
是 玫 为 半 单 环 当 且 仅 当 每 一 个 左 及 - 模 是 投射 模 : (G)1D(R) 委 1 
当 且 仅 当 尺 是 左 遗传 环 。 其 根本 原因 是 尺 为 左 遗 传 环 当 且 仅 当 投 
射 左 - 模 的 子 模 是 投射 左 R- 模 。 因 此 易 知 有 下 面 两 个 定理 ， 

定理 25.14 wD(K)= 0， 当 且 仅 当 R 是 Von Neumann 正 
则 环 。 
证 因为 wD (KR)=0 当 且 仅 当 ja 4=0，Y4。 而 ja 4， 
= 0 当 且 仅 当 是 平坦 模 ， 故 wD(R)=0 当 且 仅 当 尺 是 Von 
Neumarn 正 则 环 ， 

定理 25.15 wD(R)<< 1, 当 且 仅 当 每 一 个 平坦 右 R- 模 的 子 
模 是 平坦 右 R- 模 ， 

证 设 wDCA) 志 1 。 则 所 定理 25.13 知 

Tors(X,Y)= 0，YVX 了 了 。 
若 4 是 平坦 右 R- 模 ，A/' 是 4 的 子 模 ， 则 有 右 RR- 短 正 合 列 


0—AC >» 4 pp: 0 从 而 有 正 合 列 


Tor:(A/A’, B)->Tori(A/, B)->Tor? (A, B), 
: Y 也。 
` 因为 Tor:(A/A/',B) =0， 而 4 是 平坦 模 ， 从 而 Torz( 4， 
B) = 0，- 帮 Torf(A/，B) = 0, YB， 因此 A/ 是 平坦 楼 ， 
反之， 设 每 一 个 平坦 右 R- 模 的 子 模 是 平坦 模 。 命 4 是 任意 
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一 个 右 £- 模 ， 则 有 一 个 短 正 合 列 


0—>K, > —> A 一 (0 


其 中 六 ,是 自由 右 R- 模 ,从 而 是 平 电 右 R- 模 。 于 是 fF, 的 子 模 天。 
是 平坦 模 。 因 此 以 上 短 正 合 列 是 4 的 一 个 平坦 分 解 。 故 fadAs 
三 1。 所 以 wD(R)<1. 

wD(R) 与 1D(R) 及 rD (R) 之 间 有 一 个 重要 的 关系 ， 即 有 下 
面 定 理 . 

定理 25.16 wD(R)<min( DR)，rD(R))。 

证 设 4 是 任意 一 个 右 R- 模 。 因 为 4 的 一 个 投射 分 解 也 是 4 
的 一 个 平坦 分 解 ， 故 fd As 志 pd-4s。 人 了 从而 wD(R)=rwD(R) 
志 rDCR). 辐 理 , wDCR) = 1wDCR) 志 1DCRY), 因 此 wD(R) 过 min 
CDCR), rDeR)). 

由 这 个 定理 立刻 得 到 下 面 推论 ， 

推论 25.1 若 Extrs*'(A4,B)= 0，vV 4,B， 则 

Torsii(C, D)= 0, YC,D, 

证 由 上 Extra*1(4,B)= 0, YA，B，, 得 到 ID(R) 才 n， 故 
wD(R)<<n。 因 此 Torsy.(C,，D)= 0, YC,D. 

在 DC(KR) 的 定义 中 涉及 到 所 有 右 RR- 模 (或 所 有 左 R- 模 ) 的 
平坦 维 数 。 事 实 上 可 以 证 明 只 涉及 到 所 有 循环 R- 模 的 平坦 维 数 ， 
为 此 ， 我 们 先 证 明 下 面 引 理 ， 

引 理 25.2 左 R- 模 B 是 平坦 模 ， 当 且 仅 当 Tor* (R/1, Bp) 
= 0 ，Y 的 石 理想 1 

证 在 中 是 平坦 模 则 对 RR 的 任意 有 理想 了 了， 当然 有 
Tori(R/I, B)= 0. 

反之 ， 设 对 AK 的 任意 右 理 想 1， 恒 有 Tor*(R/1,BB)= 0。 为 
证 8 是 平坦 模 , 命 1 是 R 的 任意 一 个 fg, 右 理想 . 则 Tor*( R/T, B) 
= 0 ， 因 为 由 短 正 合 列 
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0— > 7 CC > R -一 > 2A 一 >0 有 正 合 列 


Tor*(R/I, B)->I1®B->ROB, 
而 Tor*(R/T, B) = 0 ， 故 有 正 合 列 
/ 0 {BROB, 
因此 由 定理 8,5 知 3 是 平坦 模 ， 
定理 25.17 对 于 任何 环 必 ， 恒 有 
wD(R) = sup{fFdR/TI7 是 尺 的 右 理想 } 
= suplfdR/TlI 是 R 的 左 理 想 }. 

证 设 suptfaR/T|IT 是 R 的 右 理想 }=m， 则 首先 当然 有 

mwDR). 

右 11=co， 则 wZD(BR) =ce，、， 从 而 wDCR)=m. 

区 92<co， 则 对 天 的 任 痘 右 理 想 7， 恒 有 JoRR/7 sm， 

可 坊 = 0， 命 B 是 任意 左 有 R- 模 ， 则 因 忆 /了 T 是 平坦 模 , 从 而 
Tori(R/1,B)= 0。 故 由 引 理 25.2 知 B 是 平坦 模 ， 因 此 fdsB 
= 0. Pi wD(R)= 0., 

大 tm 之 1 ， 命 B 是 任意 左 RR- 模 ,并 命 

F, 0 >0 >P SF SF B20 
和 如 的 任意 一 个 投射 分 解 。 再 命 开 ,= kerd,, i 宇 1; K,= kerey 
Kj_i=B,， 则 Tor2;y,(R/1,B) 衬 Tor?(R/I,K,.)， 因为 
faR/l<m, 故 Tors41(R/I, B) =0, 从 而 Tori (RJ/J, 六) 
=0, 因 此 大 ,i 是 平坦 模 。 于 是 有 平 内 分 解 : 


"+>0 一 > >K, CF, -> “ea 


di © 
一 > 请 一 > 一 > 也 一 > 人 
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故 fdsB<m， 因 此 wD(CR)<m, 所 以 wD(R)=m、 
同 理 ，wD(R) = sup{fdR/I11T 是 R 的 左 理 想 }、 


25.8 既 左 且 右 Noether 环 的 左 、 右 大 范围 维 数 


作为 本 节 的 结束 ,我 们 来 证 明 ， 既 左 且 右 Noether 环 的 左 、 
右 大 泥 围 维 数 相等 。 为 此 ， 我 们 先 证 明 下 面 两 个 引 理 ， 

引 理 25.3 设 K 是 左 Noether 环 ，A 是 f,g, 左 R- 模 则 和 4 
有 一 个 投射 分 解 

d» di] e 
PpP,.—> pi—>P,—rA—>0 

其 中 每 一 个 卫 :都 是 1 ,g. 模 . 

证 首先 有 一 个 左 K- 短 正 合 列 


0 —y kere Ci > 局 -二 人 A 一 0 


二 中 也 ,是 jg。 自由 模 。 

因为 尺 是 去 : Noether 环 . 故 kere 是 站 .g. 模 .于 是 有 一 个 左 尽 
油 叶 pi1: 1->kere, 其 中 下 , 是 fg， 自由 模 。 命 di =ipi, 则 易 知 
有 正 合 列 z / 

F) >F, A>0. 
如 此 继续 下 去 ， 即 得 正 合 列 
rh, SF >F, A->0, 

其 中 每 一 个 三, 者 是 /gg. 自由 左 R- 模 。 它 当然 是 A 的 一 个 符合 要 
求 的 投射 分 解 。 

对 于 右 Noether 环 上 的 1 ,g. 右 模 自然 也 有 同样 结果 ， 

引 理 25.4 

(i) 若是 右 Noether 环 ， 则 wD(CR) =rDCR)) 

(1i) 奋 f 是 左 Noether 环 ， 则 wD(R)=1D(R)， 

证 ”我们 只 耳 明 (1). 完 全 类 似 地 可 证 (ii)， 
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我 们 和 完 证 明 
fd/Ar= pd As, Y fg. 右 R- 模 A, 

为 此 ， 设 4 是 任意 一 个 1,g。 右 R- 模 。 由 于 4 的 一 个 投射 分 

解 也 十 4 的 一 个 平坦 分 解 ， 故 先 有 
faAs< pdAs. 

基 fdAs=oco, 则 pd As=o0， 从 而 fd As= pdAs. 

现在 设 fdAs=nm 之 oo， 

右 m= 0 , 则 A 是 平坦 模 。 于 是 4 是 f,g, 平坦 模 。 因 为 是 
布 Noether 环 , 故 由 定理 10,8 知 A 是 投射 模 。 从 而 pdAs= 0 . 因 
此 fd As= pd As. 

若 m 之 1， 先 由 引 理 25,3 知 妇 有 一 个 投射 分 解 

> Ps > Pi Pi 4»0, 

其 中 每 一 个 上 ,都 是 .5g. 模 

命 人 ,= kerd,,i 之 ]; KK,=kere; 天 = 4 Torir,, (A,B) 
Tor?(K。i,B), YB. 因 为 fd de =m， 故 Tors (A,B)= 0， 
vB， 从 而 Tor:( 开 .DB)=0YB. 因此 天 .是 平坦 模 。 
但 KR 是 右 Noether 环 , 故 天 。: 是 了 ,g. 模 ， 从 而 玉 。: 是 /5g. 平坦 
模 。 所 以 由 定理 10.8 知 开 。: 是 投射 模 。 这 样 ， 4 就 有 投射 分 解 


d 
10> 0 -~ 全 0 一 天 ,Cy Pnl 人 4 ~>P > 4 一 >0 


因此 paqAzs 万 m。 故 fd 4 = pdAs. 

因为 对 于 的 任意 右 理想 1，R/I 是 1 .g. 右 RR- 模 ， 故 有 

fdR/1= pdR/1，y R 的 右 理想 J， 
于 十 由 定理 25.10 及 定理 25.17， 就 有 
wR) =rDR). 

由 3 引 理 25,4 立 刻 得 到 下 面 定理 ， 

定理 25,18 阁 环 RR 既是 诺 Noether 环 ,又 是 厂 Noether 环 ， 
LDCR) =rDCR), 
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$26 Hilbert 合 冲 定理 


”是否 对 于 每 一 个 非 负 整数 # 都 存在 一 个 交换 环 呈 使 D (R) 
= 7? . 
因为 域 是 半 单 环 ， 故 当 R 是 域 时 就 有 DCR) = 0， 
本 节 证 明 著 名 的 Hilbert 合 冲 定理 。 由 它 可 以 推 知 对 于 每 一 
个 正 整 数 "， 恒 存在 交换 环 R 使 DCR) =n， 


25.1 R- 短 正 合 列 中 各 项 的 投射 维 数 之 间 的 关系 ; 直 和 的 投射 维 
笋 与 直 和 项 的 投射 维 数 之 间 的 关系 


大 于 -映射 短 正 合 列 中 各 项 的 投射 维 数 之 闻 的 关系 ， 有 下 
面 定理 . 
定理 26.1 设 已 给 左 有 -得 正 合 列 

0-> 4 4 如 0 

则 当 pda4 ，pqdsA，pdaA" 中 有 两 个 为 有 限时 ， 第 三 个 也 必 有 
限 ， 且 这 时 有 | 

(1) 大 pdaA/’<pdsA, 则 pdsA’” = pdsA, 

(i) 车 pdsA'>pdsA4, 则 pdrA”= pdsA’ +1, 

(1) 石 pdzA’= pdzsA, 则 pdsA’<<pdsA+1, 

证 设 pdaA’=n/, pdsA=n, pdsA’”=n’, 

二 hn/ 及 n 都 有 限 ， 我 们 命 

1m = max(n/ ,nn)., 

由 短 正 合 列 0 一 41 一 A 一 A'> 0 知 有 正 合 列 

Exta*'(A’, B)->Extat*(A”, B)->Ext+*(A,B), vB. 

因为 了 上 xt (4 B)=0， Ext%+*(A,B)=0， 故 
Ext (A”, B)= 0， YB. 因 此 ”<<m+1, 这 就 证 明了 mn* 有 限 , 县 
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: nn max(n ,nn)+1, 
在 mn 及 mn” 都 有 限 ， 我 们 命 
m= max(n , n”), 
由 短 正 合 列 0 ->A/ 一 A->A”-> 0 知 有 正 合 列 
Lxta*'(A’”, B)—»Extat+:(A, B)->Extst'(A’, B), Yy B. 
因为 Ext%t!(A”, B)= 0，Extxt'(A’,B)=0, 故 
Extgt'(A,B)= 0，Y B。 因此 nm。 这 就 证 明了 * 有 限 ， 且 
| n<max(n’,n’). . 
最 后 ， 考 n 及 m* 都 有 限 ， 我 们 命 
m= max(n, n’”)., 
由 短 正 合 列 0 一 A 一 A 一 A 一 0 知 有 正 合 列 
Extnt!'(A,B)->Extrti(A’, B)—>Extst:(A’, B), y B. 
因为 Ext%+'(A,B)=0， Ext%+:(A”,B)=0， 故 
Ext (4 B)= 0, YB， 因此 n/ 万 m。 这 就 证 明了 tr 有限 , 且 
n’ Smax(n, n” ) ， 
现在 设 n/,n 及 n” 都 有限。 
(1) 设 n/ < 
由 短 正 合 列 .0 一 4 >A->A*-> 0 知 有 正 合 列 
Lxtr(A’, B)—>Extit'(A’, B)->Extat+'(A, By, vB. 
因为 n>>n/， 故 Extx(A’，B)=0。 而 Ext%+!(4,B)=0， 
故 Extiti(40 B)= 0，YB， 因此 ms 
不 难看 出 内 扩 从， 事实 上 ， 若 公关 必 ， 则 由 前 面 刚刚 证 明 
过 HJ ”和 max(2 ，1)， 就 有 2<27 ， 了 矛盾 。 
于 是 nn 夺 max(n/，n”)=n”， 所 以 nn” = nn, 
(11) 设 n/ 二 1。 : 
首先 由 刚刚 证 明 过 的 ”过 max(n，tY )+1 知 
: Nn” hn + | 
由 短 正 合 列 0 一 A/ 一 A->A”-> 0 知 有 正 合 列 
Ext"( A, B) ~—> Ext%( A’, B) -> Ext%t’'(A’”, B)— 
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Ext»'+:! (A, B), YB 
因为 0 n,， 不 Exi%(A,B)= 0, Ext%+!(A, B)= 0. 
Exth(A’, B)SExtrx+'(A*, B). 
若 < +1， 则 Ext%+!1(A7, B)=0, 从 丽 Ext*( 4,B) 
= 0，Y 了 有 . 则 nn/ 和 mn -1。 矛盾 .所 以 ”=n/+1， 
(111) 设 9 = 
由 刚才 证 明 过 的 nmax(n，1/)+1 知 n” 达 n+1， 
对 于 右 R- 短 正 合 列 ， 自 然 有 同样 结果 
内 这 个 定理 立刻 得 到 下 面 推论 。 : 
推论 26.1 设 B 是 左 R- 模 A 的 一 个 子 模 且 pds 4 及 pdaB 都 . 
有 限 ， 则 有 四 
(i) 车 pdsB<pdsA, 则 pd A/B= pdaAy 
(1) 看 pdaB 之 pdzA, 则 pd A/B= pdaB+1, 
(ii) 大 pdaB= pdsA, 则 pd A/B<pdsA+l1, 
证 取 左 f- 短 正 合 刚 


0—>8B (一 4 一 ~ MA 一 一 
即 得 ， 
关于 直 和 的 投射 维 数 与 直 和 项 页 的 投射 维 数 之 间 的 关系 ， 有 下 
面 定理 。 
定理 26.。2 没 {4,JhEK) 是 一 集 右 R- 模 ， 则 
pd ((D 4,)= sup{ pd A|kEK). 


证 议和 是 非 负 整数 。 因为 
Ext2*'( @ 4,, B)< Il Ext¥t! (A,, B), vy B. 
区 Exti' (人 @ 44,B)= 0 当 且 仅 当 Extit (4 B)= 0， 
v REK. 因此 pd( 名 44)<n 当 且 仅 当 pd A,<n - 
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vkEK, 于 是 bd( DA) En 当 且 仅 当 sup{padAilREK}<n. 
所 以 
pd ( 申 Ai)=sup{pd Aslk EK). 
由 这 个 定理 可 以 得 到 下 面 两 个 推论 . 
推论 26.1 设 4,B 是 左 R- 模 ， 则 
pdaA<pa(ADB), pdsB<pal(ADB). 
证 因为 pd(A@B) = max(bds pdaB), 故 有 
pdaA<pd(ADB); pdsB<pd(ADB). 
推论 26.2 若 ID(R) = co， 则 必 存 在 左 R- 模 4 使 
~ pdsA=%. z | 
证 由 iD(R) = oo 知 对 每 一 个 正 整数 n ,存在 一 个 左 R- 模 


A 使 Pds4,>>n， 于 是 命 4= 田 4 时 ， 由 定理 26.2 知 bds4 = oo， 


26.2 换 环 定理 


定理 26,3〈 换 环 定理 ) 设 开 是 一 个 环 , 并 设 x ER 满足 以 下 
条 件 : 

(i) xE€ 环 的 中 心 ; 

(ii) x 03 z 

(111) % 不 是 零 因子 

(iY) x 不 是 可 道 元 ， 
并 命 (x) 是 的 由 x 生成 的 理想 ， 

将 A 是 一 个 非 零 的 左 R/(x)- 模 ， 且 pdrn:, 人 4 有限 ， 则 

pdaA= pdr,, A+1., 

这 里 当 +r ER,a€ A 时 , ra= (r+ (x))a, 

证 我们 先 延 明 

.pdrR/(z) =1., 

事实 上 ， 因为 x 不 是 零 因子 ， 放 {xj} 是 左 开 - 模 (x) 的 一 个 基 ， 

从 而 (x) 是 自由 左 开 - 模 。 于 是 在 左 尺 - 得 正 合 列 
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ji 


0 —y(x)C— > R ——* 他 一 一 


中 ，pda(x) = pdsR= 0。 故 所 定理 26.1 知 
pdaR/(x)<pdaR+1=1, 

若 pdaR/(C(x)= 0 ， 则 有 R/Cx) 是 投射 左下 - 模 ， 从 而 《x) 是 并 
的 一 个 直 和 项 R= (x) 只 7 。 于 是 1=rx++， 其 中 r ER,t ET.，。 
因此 x=xrx+xt， 所 以 (1-xr)x=xfE(x)n7。 这 样 ， 
(1 一 xr)x= 0。 因 为 x 不 是 零 因子 ， 故 xr=1。 这 与 《x 不 是 可 诞 
死相 矛盾 。 所 区 

pds R/C(X)=1., 

于 是 当 V 是 自由 左 R/(x)-~ 模 时 ,由 于 是 若干 个 左 R/(X)- 模 
R/(x) 的 直 和 ， 从 而 左 R- 寞 广 是 车 于 个 左 R- 模 R/(x) 的 直 和 ， 
故 由 定理 26.2 知 / 

pdsV =1, 

现在 我 们 证 明 pdg)4= 0 时 定理 成 立 ， 

当 pdans)4= 0 时 ，-4 是 投射 左 R/(x)- 模 .于 是 4 是 一 个 自由 
左 R/(x)- 模 了 的 一 个 直 和 项 下 = 4 由 矿 。 当 然 作 为 左 玉 - 模 也 有 
了 = 4 中 矿 故 由 推论 26,.1 知 pdx A pdsfF =1. 

若 pds4= 0。 则 .4 是 投射 左 - 模 ， 故 可 认为 左 并- 模 4 是 若 
二 个 左 R- 模 R 的 直 和 的 一 个 子 模 。 又 因为 4 0， 故 有 一 个 

(…，7， Cd reR 
而 过 0 。 因 为 x4= (x+(x))4= 0， 故 xCG…,r,…) = 0。 从 而 
xr= 0。 这 与 “x 不 是 零 因子 > 相 矛盾 ， 因 此 pds4= 1 .这 就 证 
明了 ， 当 pd,4= 0 时 定理 成 立 
pdzA= pdasyA+ 1 。 
我 们 再 证 尖 pdayyA = 1 时 定理 成 立 ， 
首先 总 有 一 个 左 R/(x)- 短 正 合 列 


0 >KSGhA4>0, 
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其 中 G 是 自由 左 R/(x)- 模 ， 按 照 定理 中 给 出 的 由 左 及 /(x)- 模 作 
及 左 太 - 模 的 方式 ， 易 知 它 也 是 一 个 堪 £- 短 正 合 列 。 

因为 pda 4=1，baaoG=0， 改 baao 并 有限。 又 ， 咎 
pda 天 人 baaGCG， 则 由 定理 26,.1 知 pd A= pds wyK+1> 
2， 才 后 。 pds tpdaG = 0 。 因 此 pda =0， 从 而 
pdsK=1。 于 是 pdsK= pdsG=1， 故 由 定理 26.1 知 
bda4< 2 . 下面 要 证 明 pds 4 不 能 小 于 2 。 

在 bda4< 2 。 我 们 先 总 可 取 一 个 左 尺 - 短 正 合 列 


其 中 如 是 自由 左 R- 模 , 

因为 pas 如 = 0，pdzA < 二 2， 故 pdxT 了 了 有限。 若 pdazal > 
pdaff， 则 pdrA= pdg7T + 1 污 2。 逆 盾 . 故 pdaT 志 pdsH = 
0 ， 因 此 ps = 0 。 所 以 了 是 投射 左 R- 模 ， 

因为 x4= 0， 故 当 有 hE 恕 时 g(xh) = xg(h)= 0。 从 而 x 了 H 
Ckerg=T。 于 是 易 知 有 龙 R- 短 正 合 列 ， 


7 Cf » {1 2 
0 一 了 人 


这 里 g'(h+ xH)= g(h)., : 
因为 (x)Sa,,sH/(xH)，(x)Sa,,,T/(xH)， 歼 有 左 R/ 
人 和 而 有 在 “9 短 正 合 列 


站 WA > 
-一 > > 0 4 0 ( 申 ) 


^\/ 


因为 太 是 自由 左 R- 模 ， 故 可 设 {h1iE7} 是 五 的 一 个 基 。 容 
易 验 证 {h+xHIiEI} 是 左 R/(x)- 模 太 /(xH) 的 基 . 故 
pdass HH/(x PH) = 0, 而 pada = 1 故 padas!d /X11) 有 限 . 磊 
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pdgraT /xT pd s H/CxH), 则 pda A= pdmsT/(xH) 
+ 1 之 2 ， 了 矛盾 . 故 pdrz.w7/(xH) 所 pdszw 二 /1Cx4D)= 0 ,所 
以 T/Cx 刁 ) 是 投射 左 R/Cx)- 模 ， 


由 短 正 合 列 


及 (TT/x7T)/A(xH/x7) 守 7T/(xHH)， 知 有 左 R/(X)- 短 正 合 列 
0O> (XH)/(XT) C > T/(XT)—>T/(XH)>0 


因为 了 /(x 如 ) 是 投射 左 R/(x)- 模 ， 帮 此 短 正 合 列 可 裂 ， 因 
上 比 (x 及 )/ (x 了 ) 是 左 R/Cx)- 模 T/(x 了 ) 的 一 个 直 和 项 .。 

不 难 证 明 T/(x7) 是 投射 左 R/A(x)- 模 .事实 上 ,因为 7 是 投射 
左 尺 - 模 ， 赦 存在 {fj [7 ET} 守 了 及 一 集 左 R- 映 射 、{p;: TT 一 RI 
7 J 站) 满足 

(1) 对 每 一 个 tfET， 几 和 平 所 有 5;(1)= 0; 

(i) 对 每 一 个 iE€T, 有 t= 2 pi (四 三， 


我 们 取 {t; + xT 了 IjEJ}SCT/(xT)， 并 对 每 一 个 i EJ， 命 力 ， 了 / 
《xT 了 TT) 一 RR/(x%X) 是 t 二 xT 了 TH 一 > gj(t)+ (x)， 则 易 知 ;是 左 R/(Cx)-~ 
映射 , 且 满 足 ， 
(1) 对 每 一 个 t+ x7 了 ET/(xT), 几乎 所 有 Wi(t+ x7T)= 0 
(Gi) 对 每 一 个 :+ xT ET/(xT), 有 t+xT= ys(t+ xT)》 


(ty+ x7), 
因此 T/C(xT) 是 投射 左上 /(x)- 模 . 

于 是 (x 肪 )/(x 荆 ) 作 为 投射 左 R/ACxX)- 模 工 / (xT) 的 一 个 直 和 种 
项 ， 是 投射 左 KR(x)- 模 , 

容易 知道 ， 当 命 5. 月 (x 和 /xT) 是 hxh+ wT 时 < 是 左 
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R/(%x) - 满 射 ， 且 KerE= 人 有， 故 有 
H/T CxH) /xT). 
央 此 已 /7 是 投射 左 民 /CCx)- 模 。 
但 是 由 ( 甲 ) 知 
AS(H/xH) / CT/xH)H/T 


这 了 地 致 4 是 投射 左 R/A(xX)- 模 ， 人 了 从而 pdaywA4= 0 ， 与 原 设 
人 pdgnwyA= 17 了 矛盾 。 因 此 bds4= 2, 这 就 证 明了 当 pda,A=1 
时 定理 成 立 : 

pdrA= pdr,At 1. 

现 企 容易 用 数学 归纳 法 完成 定理 的 证 明 。 

候 设 当 拉 是 非 霉 左 R/(x)- 模 ， 且 pdai;, 和 站 =n- 1 为 有 限 
时， 有 pds 关 = bda 天 + 1， 其 中 n 宇 2， 

设 padaywyA=n， 首 先 总 有 一 个 左 R/(x)- 短 正 合 列 ， 


OO——> KC yyG —> 4 一 > 人 


其 中 G 是 自由 左 R/(x)- 模 . : 
因为 Pan 及 p24awG 都 有 限 ， 故 pada/w 太 有限 ， 又 因为 
padraxaG = 0, 故 pdpw Kpdse/eyG. 
”车 pdajwK=pdawG， 则 pdawA<pdrnwG+1=1, 矛 盾 ， 
故 pda/wK > pda/,G. 因此 pda = pda/s EK 十 工 ， 从 而 力 Q gs) 
五 =47 1 改 据 归 纳 假设 知 bd 天 =2> 工 。 


于 是 在 左 RR- 短 正 合 列 0 一 KK 一 > 0 一 > 4 一 y0 中， 


paasK 及 pdsG 都 有 限 ， 且 bdas 开 >>pbdaGC， 故 pdas4= pdsK+1 
=n+ 1 = pdrsAt+l1. 

由 这 个 定理 容 多 得 到 下 面 两 个 推论 。 

推论 26.3 设 R 及 x 如 定理 26,3 中 所 说 ， 并 设 ID(CR/(x) ) 有 
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= op 


限 ， 则 
ID(R)>1+1D(R/(x)). 


证 设 ID( R/(x)) = 


若 n= 0， 则 因 民 /(x) 是 非 零 左 尺 /(x)- 横 ， 且 pdas)R/(%x) 
=0， 改 据 定 理 26.3 知 baasR/ xz) = 1。 因 此 1D(R) 之 1.， 


和 10， 则 总 有 一 个 左 RR/(x)- 模 .A 使 pad4=11 从 而 
A 0 。 因 此 pds A4=n+1。 故 ID(R) 之 n+ 1，。 
推论 26,4 设 f 是 环 ，t 是 R 上 未 定 元 , tr=rt，Y rE€R， 并 
设 ! 忆 (人 7 有限。 则 
[D(CRC)1+ID(R). / 
证 ”因为 属于 环卫 [ 力 的 中 心 ，t 夺 0，t 不 是 零 因 子 ， 且 1 不 
是 可 逆 元 ， 故 由 推论 26.3 知 


ID(RC)1 + 1D( Ret)). 


命 p: RGD 一 R 是 f(t) + 一 > f(0)， 则 9 是 环 间 术 满 射 且 kergy 
= (ft)， 故 并 [7 (的 兰 并 。 因 此 有 
已 (RD) 关 1+1 DCR)， 


26.3 模 及 [pds 险 与 pdgt13M 之 间 的 一 种 关系 


前 面 我 们 已 经 证 明了 当 1D (R) 有 限时 ，1D (RC) 守 1+ 
1D(R). 本 有 段 将 指出 , “iD (KR) 有 限 ” 这 个 条 件 可 以 去 掉 ， 并 还 将 
和 证 骨 ， 对 于 任何 环 尺 ， 恒 有 1D(CRCDs 和 1 +1D(R), 这 样 ， 对 于 
任何 环 尺 ， 就 将 f 有 /下 (CD) = 1+1D(R)， 为 此 ， 我 们 先 ? 上 入 次 ， 
MM [Hy. 

设 是 环 ，t 是 六 上 未 定 元 ，rt=tr，YrER， 

当 已 给 左 人 - 模 妈 时， 我 们 记 

MI[1)= RUI EM. 
因为 有 (kt 民 )- 双 模 民 5 阅 ， 故 MCO 是 左 RCt]- 模 ， 又 因 
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为 R 是 RCD 的 子 环 ， 玫 自然 弛 骨 [ 站 是 左 R- 模 ， 
关于 A 凡 [ 引 的 结构 ， 有 下 加 两 个 引 理 ， 
引 理 26,1 A [四 的 每 一 个 元 素 有 了 了 唯 一 表示 式 

2 tOmy, 


其 中 mj 及， 且 几 乎 所 有 m;= 0 。 
证 首先 MC) 的 每 一 个 元 素 可 以 写成 沁 f(1)@m;， 其 中 


/ 


f(D)ERCD，mEM。 整理 后 易 知 可 写成 学 #H@m;, 其 中 


mj 车 人 可 ， 且 几乎 所 有 xr; = 0， 因 为 {1,t,f2,…} 是 右 有 RR- 模 RO 


的 基 ， 故 M CD 的 元 素 写 成 并 PG@m (几乎 所 有 mx = 0) 了 时， 这 


种 表示 式 唯 一 . 
引 理 26.2 . 左 有 R- 模 各 [条 与 左 R- 模 村 *0 同 构 . 
证 命 
pp: MO—>M'0 


2 


2 1 Om > (F100, 91, 712 7) 


的 知 9 是 左 R- 同 构 映 射 ， 

进一步 ， 我 们 来 考察 左 R- 模 怕 的 投射 性 与 左 R Cj- 模 MC 
的 投射 性 之 闻 的 关系 。 为 此 ， 先 证 明 下 面 引 理 ， 

引 理 26,3 设 尺 ，S 是 两 个 环 ， 且 S 是 (S, 民 )- 双 模 。 若 已 是 
投射 左 尽 - 模 ， 则 S@s 忆 是 投射 左 S- 模 。 

证 首先 P 是 一 个 自由 左 R- 模 下 的 一 个 直 和 项 : FF = P@T.， 
于 是 有 S@af 半 S@rP@S@a7T. 由 定理 1.22 知 5 是 自由 大 
SO-— 模 。 故 SC9s 忆 是 投射 左 S- 模 。 

关于 左 R- 模 MM 的 投射 性 与 左 RCH9- - 模 M CD 的 投射 性 的 关系 ， 
有 下 面 引 理 。 
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引 理 26.4 设 已 给 左 必 - 模 M ， 则 堪 六 - 模 M 是 投射 模 ， 当 且 
仅 当 左 R[D- 模 MM[ 力 是 投射 模 ， | 
证 ” 当 左 长- 模 冯 是 投射 模 时 ， 由 于 并 9 是 (有 [有 )- 双 模 ， 
故 由 引 理 26.3 知 上 Cr Cz 让 是 投射 左 RC5tD- 模 ， 即 左 RCt2- 模 
MM [是 投射 模 。 
反之 ， 设 左 卜 - 模 A 是 投射 模 ， 则 有 自由 堪 尺 CO- 模 
天 使 
FF = MION, 
当然 作为 左 R- 模 时 也 有 
F= MUON. 
因为 左 有 R5 引 - 模 玉 与 若干 个 左 RCD- 模 R cg9 的 直 和 同 构 ， 故 
左 R- 模 了 与 若干 个 左 R- 模 RE 的 直 和 同 构 ， 由 于 RC 是 自由 左 
f- 模 ， 故 了 是 自由 左 R- 模 ， 因 此 fc9 是 投射 左 尺 - 模 。 但 由 引 
理 26,2 知 左 - 模 及 [ 妃 左 R- 模 衣 “? 同 构 ， 因 此 M0 是 投射 大 
RR- 模 ， 从 而 几 是 投射 左 有 R- 模 . 
帕 这 个 引 理 不 难 想到 有 下 面 引 理 . 
引 理 26.5 设 已 给 左 R- 模 术 ， 则 
pdaM = pdacyM [Ht). 
证 设 pdaM 志 mn<oo， 则 左 有 R- 模 MM 有 一 个 投射 分 解 ; 
“>0—>0—P.”P,.>'..—>P>P>M—10, 
因为 4 是 目 由 布 人 - 横 ， 从 而 是 平坦 右 尺 - 模 ， 故 有 正 合 列 
“0>0>hCNIO PR Po>RUIO M0. 
由 引 理 26.4 知 每 一 个 RC 的 zp; 是 投射 左 RE- 模 ， 因此 它 
是 左 R[D- 模 MM [四 的 一 个 投射 分 解 ， 故 z 
pdr ME Sn. 
反之， 设 pdaos M [tn<o%， : 
者 ?= 0， 则 MM[ 国 是 投射 左 RCD- 模 ， 故 由 引 理 26,4 知 M 是 
投射 左 R- 模 ,因此 pasM = 0， 
若 n 之 1 。 我们 任 下 左 R- 模 MM 的 … 个 投射 分 解 ， 
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Pi 一 > 0 (I) 
并 命 氏 ,= kerd,, i 宇 1， ,= kere; Ki1= M， 则 有 正 合 列 


dn_ d £ 
10 一 0 一 KK (人 >P， 一 一 人 一 > 忆 一 0 


CH) 
由 (了 工 ) 知 左 RCD- 模 1M [有 投射 分 解 : 
1@d, 1@di 1& 
[的 PP 一 一 全 [人 CsPi ——> RC Cs Po———> 
RtaM-> 0 
位 H,= ker(10d,),i>1, HH,= ker(iCde), H.i= 
RO OaM， 则 有 
Extrdti (CM [Ut), B)EExtis,(H, .1B), vB. 
因为 Extaiiy CM [已 ) =0， 改 Extiac,CH,_i, B)=0, YB. 
所 以 万 。: 是 投射 左 尺 CD - 模 。 
由 正 合 列 


I 


rR, —>R[ Oat ——>0 


“> 0->0 RC KR PY>…—RI Cp, 
> RIIOrM -> 0 
立刻 看 出 
RiICaK .i 人 HH.,. 

因此 ROCOr 人 ,i 是 投射 左 RR [1)- -入 于 是 由 引 理 26.4 
太 ,-! 是 投射 左 R- 模 。 故 ( 卫 ) 是 左 R- 模 MM 的 一 个 投射 分 解 ， Bi 
pdaM <n, 

这 研 证 明了 pdaM = pdscM 5 
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由 这 个 引 理 可 以 得 到 下 面 两 个 推论 ， 
推论 26.5 若 1D(R)= co， 则 ID(R[1D)= ce， 
证 由 推论 26.2 知 存在 左 尺 - 模 M 使 pdasMf = ce。 于 是 由 引 理 
26.5 知 pdzeM [= ce。 故 [万 (RD) = co。 
推论 26.6 1D(ROD) 之 1 + 1D(R). 
证 ” 当 1D(R) 过 ww 时 ,由 推论 26,.4 知 [DCR[OD) 宇 1 + 1D(R). 
当 ID(R)= co 了 时， 由 推论 26.5 知 IDORCD) =co， 故 也 有 
{DCR )>1+1ID(R). : 
/ 当 已 给 左 RC- 模 M 时 ,自然 地 有 左 尺 - 模 AM .现在 我 们 给 出 
padaiM 与 aa 有 之 图 的 一 种 关系 ， 即 有 下 面 定 理 。 
定理 26.4 设 已 给 左上 - 模 凡 ， 则 
pdsM<pdsM+l1, 
证 若 pdzM = co， 则 上 述 不 等 式 当 然 成 并 ， 
现在 设 pdsM=n 过 co。 命 
gp: MII——>M 
O_Om; > Ytimy, 


j= j= 
则 易 知 v9 是 左 K[tD- 满 射 。 故 命 人 =keryg 时 ， 有 
MU/KM. 
再 命 
pb: MMII———>K 


! 
2 Go 一 1Gtoo+ DHOtmi mi) -tm 


j=0 j= 1 


则 容易 验证 是 左 RCD- 同 构 上 映射 。 
于 是 在 左 R[ 引 - 短 正 合 列 


， MI[N, . 
0 一 > 天 17 
CO 一 > 一 >0 


中 有 padacwnK = pa resM LY 一 pd 一 到 < co， 故 PA ges MCE/K 


356 第 八 温 ” 环 及 错时 维 数 


ee em 


< pdsnM+1= pdrM+ 1。 因 此 有 
pdzsM<pdaM+1. 

由 这 个 定理 容易 想到 有 下 面 推论 ， 

推论 26.7 1DCRCOD)=1+1D(R). 

证 ”由 推论 26,6 知 DCR[D) 宇 1+1D(R)。 因 此 只 要 再 证 戎 
1D(ROI) EL +ID(R). 

若 忆 (RD)=?<co， 则 总 有 一 个 左 RD- 模 轩 使 pdsc,M 
= n。 于 是 由 定理 26,.4 知 pdaM 之 pdsiyM -1=+n--]1]。 故 ID(R) 
之 nn 一 1。 从 而 ID(ROD)<1+1D(R). 

坷 iDCRC 引 ) = co ， 则 对 任 给 的 正 整数 ?， 总 有 一 个 左 R [i]- 
模 放 使 padziM >8+ 1 。 于 是 由 定理 26.4 知 pdsM 宇 n。 故 1D 
(有 ) = co。 从 而 也 有 LDCRED) 和 1+ 1D(R)， 


el 


26.4 Hilbert 合 冲 定理 及 其 推论 


定理 26.5 (Hilbert 合 冲 定理 ) 设 坏 RR 夺 0，X1， XX 
是 六 上 无 关 未 定 元 ，rXi= Xf， YrER; xixi= XjX;。 则 
1 已 (KKxb ', X.) = n+ 1D(R). 
证 ”由 推论 26.7 知 | 
ID(R[Lx)) = 1+ ID(R). 
假设 “1D(CREX ,xX.)=n~1+1D(R)， 则 
/万 (RCx px)=1+1D(ORCx ,X11) = n+ 1DCR). 
推论 26,8 设 K 是 域 ，xi Xs,…,x, 是 上 无 关 未 定 元 ， 
Rx,= xiE, VEEKR, xx;= XiXi， 则 
D(K [xi X,]) = 
证 因为 D(k) = 0 ， 故 由 定理 26.5 知 
D(K Cx, XJ)= 4, 
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rr 


i ed onde pe ie ri 一 


耻 题 八 


(1 ) 确定 idzQ 及 pdzQ， 

(2 ) 确定 pdzZ 及 idzZ， 

( 3 ) 确定 D(Z)， 

(4) 议 1 是 环 f 的 一 个 左 理想 。 证明， 或 者 R/J 是 投射 左 
人- 民 ， 或 者 ba (aR/1T)= pda7+1， 
《5) 设 pdaM =a<c。 证明， 存在 一 个 自 和 左 R- 楼 下 使 : 
Extn(NMf, FPF) 0. 

(6) 证 明 ;wD(K) 志 1, 当 且 仅 当 R 的 每 一 个 右 理想 是 平 
坦 右 RR- 模 。 

(7) 证 明 : 左 遗 传 环 上 平坦 模 的 子 模 是 平坦 模 。 

(8) 设 0 一 .4 一 4A?-> 0 是 左 R- 短 正 合 列 ， 且 4 是 投 
射 左 开 - 模 。 证 明 : 或 者 4’,A, A 都 是 投射 左 R- 模 ， 或 者 
pas 人 = pdsA’ +1, 
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在 本 章 中 我 们 要 将 函 子 Ter 及 Ext 的 理论 应 用 于 系数 环 是 整 
冬 环 ZG 的 情形 ， 从 而 导出 群 G 的 同调 群 及 上 同调 群 的 定义 。 群 
G 的 问 调 群 及 上 同调 群 的 概念 来 源 于 群 和 拓扑 。 本 章 仅 作 纯 代数 
的 讨论 ， 并 且 只 限于 讨论 低 维 的 同调 群 及 上 同调 群 。 本 书 并 非 群 
的 同调 及 上 同调 的 专著 ， 本 章 的 目的 主要 在 于 说 明 函 子 Tor 及 
Ext 是 研究 群 的 有 用 工具 ， 


$27 准备 知识 


27.1 整 群 环 ZG 上 的 模 


设 CG 是 乘法 群 ， 则 群 代数 ZG 叫 做 整 群 环 。 
仅 将 CC 当 作 环 ， 就 可 以 考虑 左 ZG- 模 及 右 ZG- 模 。 
右 4 是 左 CC- 横 ， 则 对 xEC 及 aaE4， 自 然 有 唯一 确定 的 
Xa 满足， 
x(aG+0)= xat xb; 
(XYy)a= x(y9)} / 《用 ) 
la= a. 
反之， 当 A 是 加 法 Abel 群 时 ， 若 对 x EG 及 a € 4， 已 定义 了 
肉 一 胸 xo€ A， 且 满足 ( 甲 ), 则 定义 


(二 mx ja = 》 m,(xa) 


二 把 他 Eg 


有 时， 易 知 4 成 为 左 ZG- 模 . 
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We rr 


由 此 芯 刻 看 出 ， 若 4 是 左 ZG- 模 , 命 g: G 一 >EndA 是 
x 一 >g(x), 其 中 g(x)(a)=xa,， YaE€A， 则 有 
PXY) = ox p(y), 
9(1) = 1,4. ( 忆 ) 
反之 ， 右 4 是 加 法 Abel 群 ，2:,G 一 End4 满 足 (C)， 则 当 


定义 xa= g(x) (g)， 并 定义 (二 mx ) a = 2 m.(x9) 了 时， 成 


Eg 吉它 妇 


为 左 C- 横 。 
竺 别 ， 者 4 是 加 法 Abel 群 ， 9 是 G 到 Aut4 的 一 个 群 同 态 映 
射 ， 则 当 定义 xa=9(x) (o)， 并 定义 ( mxja = 于 mCxa) 


时 ， -4 成 为 左 ZG- 模 . 
说 4 是 大 LG- 模 。 若 满足 
xXa=d YXEG, a€Ed, 
则 称 4 是 平凡 元 CC- 模 。 
可知 ， 当 4 是 平凡 左 ZG- 模 时 ， 有 
(二 mx ) a=》_m,a 


每 一 个 加 法 Abel 群 4 都 可 以 成 为 平凡 左 ZG- 模 ， 这 是 因为 
只 要 定义 xa= ao，YxEG，aE4， 然 后 再 定义 (二 mm xj) = 


#0 


> ms(xa) 即 可 。 


站 世相 


27.2 环 LG 的 增长 理想 1 


定义 27.1 命 
£; ZG—>7Z 


2 MX iI> 2 mt。 


和 三 六 
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则 易 知 是 环 同 态 满 射 。Kere 叫做 环 ZG 的 增长 理想 ， 记 作 7。。 
环 4G 的 增长 理想 7 在 以 后 的 讨论 中 起 着 重要 的 作用 ， 
关于 1。， 我 们 给 出 下 面 三 个 定理 ， z 
定理 27.1 7 是 自由 Abel 群 〈 即 自由 Z- 模 ), 有 基 

GCG—-1={x-1|lxEG,， x#1}, 

其 了 1 是 和 群 G 的 单位 元 ，。 

证 当 x-1EG-1I 时 ，s(x-1) =0， 故 先 有 G-1SE7。 


若 2_msxElo， 则 jm,=0。 从 而 Dm = Dm 


EE 于 所 好 页 所 好 


- (Dm, )1 = Pm-D. 履 G- 1 是 加 法 Abel 用 1 的 一 个 生 
成 系 。 pp . 


最 后 ,车 jm.(x--1)=0， 则 和 x 人 用 = 0， 
因为 G 是 加 法 Abel 群 ZG 的 基 ， 故 ms=0，VY1XxEG， 因 此 
C-1 是 加 法 Abel 群 To 的 基 。 从 而 To。 是 自由 Abel 群 . 

定理 27.2 ”者 Z 是 平凡 左 ZG- 模 ， 则 有 左 Z G- 短 正 合 列 ， 
= z 0 一 > 1 一 2Z6 一 > < 一 (0 


ar 


这 里 5 (二 mx ) 一 71。 


证 因为 1。 是 环 ZG 的 理想 ， 故 首先 7。 是 左 ZG- 模 。 又 易 
知 。 是 左 zG- 上 映射 ， 因 此 定理 成 立 ， 
对 于 平凡 右 ZG- 模 Z， 当 然 有 同样 结果 ， 
定理 27.3 设 Z 是 平凡 右 Z G- 模 ， 则 对 任何 左 Z G- 模 .4 
下 
WA A/(TA). 
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证 由 定理 27.2 知 有 在 CC- 短 正 合 列 ; 


0 一 一 / (一 ~ Z6 一 > Z 一 0 


因为 人 4 在 正 合 ， 才 有 正 合 列 
1 ,8A > zcGQ A > ZH A 
从 而 有 
(ZGO oA)/im(atW1) Zod 
因为 存在 左 ZG- 同 构 映 射 | 
T ， ZGCOo 4 一 > 二 
满足 (2 mx )am> 《于 Mm.x)a， 故 有 左 ZG- 满 射 
A 
其 中 p，A 一 一 > A4/(I。A) 是 自然 同 态 映 射 。 
容易 验证 im(aeol) =keror。 故 (ZGOso /im (a G91) 
< 4/(T4)。 因 此 Z@:4 关 44110744)。 


27.3 左 ZG- 模 4 的 不 动 点 子 模 A。 


定义 27.2 py 模 4。 命 
={aEAlxa=a, vxEG} 
则 易 知 A 是 4 的 于 4 叫做 左 ZG- 模 4 的 不 动 点 子 模 。 
易 知 A 是 平 几 左 ZG- 模 ， 且 A? 是 4 的 具有 平凡 模 结 构 的 最 
大 子 模 ， 即 若 了 是 4 的 子 模 且 人 是 平凡 左 ZG- 模 ， 则 
人 三 4?， 
当 4 是 平凡 左 ZGC- 模 时 ， 当 然 有 4 = 4 
关于 4° 的 结构 ， 有 下 面 定理 ， 
定理 27,4” 设 Z 是 平凡 左 ZG- 模 ， 则 对 任何 左 ZG- 模 4，: 
有 
A°~Hom,s (ZZ, A). 
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1., THom,o (Z, /4A) -一 > A" 
/一 了 (1) 
容易 验证 t 是 同 构 映射 。 


27.4 左 ZG- 模 有 A 的 具有 平凡 模 结 构 的 极 大 商 模 4。 


设 已 给 左 ZG- 模 4。 命 $ 是 由 一 切 元 素 
xXa—4a (xEG, aE€A) 
生成 的 4 的 子 模 。 然 后 命 
A,= A/S 
务 知 Ao 是 平 几 左 ZG- 模 ， 且 当 A/T 是 平凡 左 ZG- 模 时 ， 必 
定 人 TT 忆 S., 
容易 看 出 ， 当 4 是 平凡 左 ZG- 攻 时，Lo 关 4。 
定义 27.3 -4 叫 散 左 ZG- 模 4 的 具有 平凡 模 结 构 的 极 大 
商 模 ， 
关于 4 时 结构 ， 有 下面 定 理 
定理 27.5 设 L 是 平 几 布 ZG- 模 ， 则 对 任何 左 ZG- 模 44， 
有 
Ao= A/(l1oA)2ZO ,oA. 
证 不 难 证 明 S = 7e4。 事 实 上 , 当 xEG，acE4 有 时 ，xa- 9 
= (X 一 1)9, 而 x-1TE7o 改 xca- GE7o4. 从 而 SS 4。 反 之 ， 
若 2= 2》_,mx Elo, ac4， 则 因 m= 0， 就 有 


和 三 好 EE 寻 


za= yim,(xa- a) ES， 故 [4SS, 因此 S= 了 1,4. 


是 4。= A/1。A4， 又 因为 Z 是 平凡 右 ZG- 模 ， 故 由 定理 
27.3 知 Ao 守 ZO A 
[ 附 2 “由 自 群 
这 里 只 给 出 为 进一步 讨论 所 必 争 ;的 有 关 自 由 群 的 知识 ， 对 于 
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i : 一 


所 给 出 的 结论 也 不 子 和 证明。 可 参阅 群 论 专著 ， 
议 C 是 一 个 群 (未必 是 Abel 群 ), 站 是 G 的 一 个 非 空 于 集 。 寿 
对 任意 群 瑟 及 任何 上 映射， X—H, 恒 可 唯一 地 补 成 交换 图 ， 


其 中 补 出 的 ”是 群 同 态 映射 。 则 称 X 是 群 G 的 一 个 基 。 

有 基 的 群 叫 自由 群 。 

易 知 ，a 生成 的 无 限 循 环 群 C= (a) 是 有 基 半 = {a} 的 自 
由 群 . 

以 任意 非 空 集 久 为 茜 的 自由 群 是 存在 的 ， 

当 G 是 有 基 久 = {x。la€ 太 } 的 日 由 群 时 ，G 的 每 -- 个 去 1 
的 元 g 有 了 唯一 有 示 式 

og=Xs. Xn, 

其 中 e@1= 土 l，xs 计 X71、 

设 G 是 有 基 半 的 自由 群 ， 则 有 ， 

人 大 | =1， 则 C 是 无 限 循环 群 ， 从 而 C 是 Abel 群 ， 

4) 者 | 人 [>>1， 则 C 不 是 Abel 群 ， 

Nielson-Schreier 定理 ， 自 由 群 的 子 群 是 自由 群 。 


27.5 全 是 自由 群 时 左 CC- 模 1 的 自由 性 


我 们 来 证 明 ， 当 G 是 自由 糙 时 ， 左 ZG- 模 1。 是 自 由 模 , 为 
此 ， 先 引入 下 面 定义 。 
定义 27.4 设 G 是 群 ， 并 设 已 给 左 ZG- 模 4。 若 映射 
f: G—>A 
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Ee re me eso ke 


f(xy)=xf(y) +fx), YXx, yEG, z 
则 称 是 GG 到 .4 的 一 个 导 子 。G 到 4 的 所 有 导 子 作成 的 集 记 作 
Der(lG, A). 
对 于 4，g EDer(G, A), 定 义 f+g 是 
(f +g) (x)=f(x)+g(x), YXxEG, 
则 钨 知 Der(G, 4) 成 为 加 法 Abel 群 ， 它 的 零 元 0 是 0(x) =0， 
Vx EG 7 的 负 元 -ff 是 (- (x)= -f(x),，YxEG., / 
| 命 Hom (Gr,， A) 是 G 到 A 的 所 有 群 间 态 映 射 所 作成 的 集 ， 车 4 
是 平凡 左 ZG- 模 ， 则 易 知 有 
Der(G, A) = Hom(G, A). 
对 于 任意 的 左 ZG- 模 4， 关于 Der(G, 4A), 有 下 面 定理 ， 
定理 27.6 设 G 是 群 ， 则 对 任意 左 ZG- 模 4， 有 
Der(lG, "全 Hom,o (760, A). 
证 命 
ft. Hom,o(1 6, A)—> Der(G, A) 
fr>f 
其 中 ff， G< 一 .4 是 x 一 > 了 f(x- 1), 
因为 当 f E Hom,o(1o, A) 时 ， 对 于 x,y EG， 有 
f(xy)=f xy-1) =f xy x) +f x-1)=xfy-1)+f(x- 
=xf(y)+ f(x)， 故 EDer(G, 作 . 因 此 + 是 映射 又， 
容易 验证 t 是 群 同 态 上 映射 
为 证 t 是 双 射 ， 命 
s. Der{G, A)—> Hom,,(]o, A) 
gm>g’ 
其 中 g’: 1 一 >.4 是 左 ZG- 映 射 目 满足 g’' (x -1)=g(x)， 
Yx ECG。 
不 难 征 明 * 是 映 映 。 事 实 上 上 ， 由 定理 27.1 知 !o 是 有 基 C- 1= 
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i kn rr 


{x 一 1lx EG，x 关 1) 的 自由 Abel 群 ( 即 自 由 Z- 模 ),， 故 当 
g CEDer(G, .4A) 时 可 唯一 地 补 成 交换 图 ， 


2 


5- 1 一 一 一 人 | 


其 中 Ex -1) = g(x), Y x EG， x 大 1 其 中 补 出 的 g 是 Z- 有 映射 . 
于 是 g/ 满 足 g’ (x -1) =g(x), Yx EG,x 郑 1, 但 g' (1-1)=0， 
g(1)=g(l，1)=g(1)+g(1) ， 从 而 g (1) =0， 放 8g 满足 
8 (x -1)=g(x)， Vx EEG。 又 易 知 g' 由 g 唯 一 确定 ， 且 g/ 走 左 
GG- 映射。 因此 是 有 映 庄 . 

窑 易 验证 st =1，ts =1。 芍 t 是 群 同 构 上 映射 

定理 27.7 设 G 是 有 基站 ={x。la EK}) 的 自由 群 ， 则 7 是 
有 基 

X-1={x-1|lx EX)} 

的 昌 由 左 G- 模 。 


证 因为 了 是 G 的 基 ， 故 首先 知道 1 EX。 因此 XX-1S 
G- 1。 而 由 定理 27.1 知 7o 是 有 基 G -1={x -1]x EG，x 友 1] 
的 自由 Z- 模 ， 所 以 人 XX -17 

现在 命 [X -1 及 [5G -1 是 左 ZG- 模 16 的 分 别 由 这 ~1 及 
G 一 1 生成 的 子 模 。 我们 来 证 明 [G -159SKA4 一 15。 

为 此 ， 设 g EG， 且 g 冯 1。 则 g 有 唯一 表示 式 ; 

B=Xail'" Xess 
其 riie, = 土 1， Xe Xo'， 

当 #=1 了 有 时，g=Yol。 

若 el=1) 则 g-1=x。-lcEr[X-1 若 et= 一 1 ， 则 g=-1 
= Xa(xa 一) EECA -1 
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假设 当 n=h 了 时 gg 一 1ECX 一 1， 则 当 n=Rt1l1 了 内 ，g 一 1= 
Kal XatXattl— l= (Xel Xs 1) +t xa Xt(xatt! 1) ECX-— 
1 ]。 
因此 [CG ~1I)S[CX -1 
但 当 z E16 时 ， 
z= mg-l)= 2 ml) (lg-1) ELG-1 


“=p 


FF 全 好 -| 
故 [G -二 = 了 。， 从 而 1 = CX -1)， 因 此 XX-1 是 左 ZG- 模 1 6 的 


一 全 生成 系 。 
最 后 ， 我 们 证 明 了 著 -1 是 左 ZG- 模 I 的 一 个 基 ， 
为 此 ， 我 们 游 虑 图， 
1, 


| ， 


X-1———— > 4 


其 中 4 是 任意 左 ZG- 模 ，9 是 任意 映射 ， 

命 EE={(a,g) aE A,g EG), 并 定义 

(0, g) + (a/,g’) = (a+ ga/, gg ) 

则 易 知 妃 对 如 此 定义 的 加 法 成 为 群 (但 未 必 是 Abel 群 ), 且 E 的 
加 法 单位 元 是 (0,1)， (a, g) 的 加 法 道 元 - (a， g) = (~g 0, 
6 2。 

因为 和 = {xs。laE 人 大} 是 自由 群 G 的 基 ， 故 命 ， 于 一 > 万 
臣 xeF> (9 (Xs 一 1),xa) 峙 ， 可 以 唯一 地 补 成 交换 图 ， 

:0 、、 


Dy 


| ~ 

. ~ 

6 、、 
™ 
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其 中 补 出 的 4 是 群 周 态 映射 
不 难 证 明 ， 对 于 每 一 个 g EEC， 有 了 唯一 确定 的 CE A 满足 
A (g) = (a, g). 
事实 上 上,， 命 Y:， 也 一 > 人 是 (ao g) 一 > g, 则 易 知 元 古 群 同 态 祈 
射 , 当 x。E 针 时 ,x 4 (Xo) =rA(xo) =x (g(xe -1),xo)=x。, 故 
XA(g) =g，YgEG。 现 在 设 4 (g) = (a, 甩 .因为 x 4 (g) =g， 
日 TA (g) =T(aj) = 天 ， 疏 AP = 8。 从 而 4(g) = (a, g)。 
因此 命 
D, G—>.A 
> CC 
其 中 acE4 满足 4 (8g) = (a,g) ， 则 刀 是 映射 ， 且 容易 验证 
D EDer(G, A), 
利用 定理 27.6 的 证 明 中 建立 的 同 构 跌 射 t，Honm,o(1o, 4 
一 > 了 Der(C 人) 知 有 EHomso(1o, 4 使 1(Y) = D。 又 因为 对 
于 gE€G,， 有 1()(g)=y(lg 一 1)， 故 
Dlg) =y(g—-1), VYgEG, 
于 起 涝 刻 看 出 下 图 交换 ， 


-1 一 -2 、， 
因为 已 经 征明 了 -1 是 左 ZG- 模 了 了。 的 生成 系 ， 故 易 知 妆 
Wp/ EHom,oa (lo, A) I 


j 


A 


X 
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了 时 ， 必定 有 从 = 办 
到 此 ， 我 们 证 明了 左 ZC- 模 1 是 有 基 飞 ~ 1 的 且 由 模 。 
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28.1 “ 群 G 的 同调 群 的 概念 


定义 28.1 设 C 是 群 ，Z 是 平凡 右 ZG- 模 。 若 4 是 左 ZG- 
模 ， 则 Tora“(Z, 4) 叫做 群 G 的 系数 在 .A 中 的 第 1 同调 群 ， 记 作 
FH.(G, 4). | 
根据 沙子 Tor 的 性 质 立 刻 知道 ， 对 于 任何 群 S， 当 nm 过 0 时 ， 
恒 有 
瑟 , (GA) =0，YV 左 ZG- 模 4 
因此 只 要 计算 互 o(G, 4)， Hi(G, 4A), H,(G, A), 机 
关于 Ho(G, 4), 有 下面 定 理 ， z 
定理 28.1 设 C 是 群 ，Z 是 平凡 右 ZG- 模 ， 则 有 
(人 对 于 任何 左 ZC- 模 4， 有 
Ho(G, A ZO .oA A/(T eA) = Ao 
(1) 耕 A 是 平凡 左 ZG- 模 ， 则 
HilG, A) A, 
证 (i) 因为 Ho(G, A) = Torse(Z, 4A), 而 Tor (Z,， A) 
从 ZoA4， 故 由 定理 27,5 知 
H,(G, A EZLO oA A/ (oA) = 4。 
(ii 因为 当 4 是 平凡 左 ZG- 模 时 4o 兰 4， 故 有 : 
HlG, AA., 
对 于 万;， 这 里 只 考虑 Hi1(G,Z)， 且 其 中 Z 是 平凡 左 ZG- 
模 。 有 下 面 定理 。 
定理 28.2 车 Z 是 平凡 左 ZG- 模 ， 则 
H,(G, £) 1 of/l: 
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证 首先 由 定理 27. 2 知 有 左 ZG- 短 正 合 列 
0———> I C4 76 一 一 Z 一 0 
于 是 有 正 合 列 : 
Torz (ZZ, ZG)->»Tor’° (2Z, < 和) 一 Toro (2, 7 ) -> 
Tor’™*(Z, ZG)->»>Tor:"(Z, Z) ->0 
因为 ZG 是 自由 左 ZG- 模 , 故 Tor?*(Z,ZG) =0。 而 
Tors”(Z, A) = 局 ec 4), 故 上 面 的 正 合 列 就 是 正 合 列 ; 
0 7G, Z) HG, Lo) >H,(G,2G) — "> 
HilG, Z)—0. z 
我 们 知道 Hs(G,ZLG) 守 ZOsoLG 守 2Z， 而 ZZ 是 平 几 态 
ZG- 模 ， 故 由 定理 28.1 知 Fo(G,2Z) 宇 Z。 这样 ,上 面 的 正 合 列 中 
的 7 是 加 法 Abel 群 < 到 Zz 的 同 态 上 映射. 因为 加 法 Abel 群 Z 到 Z 
的 同 态 映射 必定 或 是 0 或 是 单 射 ， 故 7 或 是 单 射 或 是 0。 但 7 是 
潢 射 ， 故 7 关 0。 从 而 ?7 是 里 射 。 寺 是 由 imE=kern 知 E= 0， 
因此 Hi1(G,Z) 对 有 oCG,1o)，。 从 而 由 定理 28.1 知 


Hi(G, £) lo/le 
进一步 ， 还 可 以 直接 用 G 来 表达 碳 1(G,Z)。 为 此， 人 先 证 蛆 
下 面 引 理 ， 
引 理 28.1 设 G/ 是 群 G 的 换 位 子 群 ， 则 
Io/TEG/G’ 
这 里 16 及 To/ 都 是 作为 加 法 Abel 群 的 ， 
证 命 
0: CG—>1o/lé 
YX 一 >X 一 1 十 了 2 
则 9 是 映射 


国 为 gxy) =xy 一 1+30Cx)+OG7) =x -1+y—-1+171:, 
而 xy-1-(x-l+y-1)=(x-1)(y-1)E12， 故 9(xy》 
= 6 (x) + .因此 0 是 群 同 态 映射 
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一 ，。 = = 


MM x ly xyEGC( 了 有 时，0(x19 lxy) =0(x DOCY 1) + 
Ox) +0O(y) =06x71) +OCxXY TOCGYV1) tO(y) = Ox lxy 1y) 
=0(1) = 0。 故 GESker0。 因 此 有 和 群 同 态 映射 
0 . G/G’ -一 > 7 
XG >x—-1+t+1e 

因为 加 法 Abel 群 1o 是 有 基 {x -1|x EG，x 关 1} 的 自由 Abel 
烙 《即日 由 2Z- 模 ), 而 G/G/ 是 Abel 群 ( 即 Z- 模 )， 故 存在 群 同 态 
映射 

pm: To—>G/G!’ 
福 足 px 一 1)=xG/，YVxEG,x 三 1, 

不 难 证 明 1ECkerg。 事实 上 ， 对 于 x，yEG,， yg((x -1 
(yD))= p(xy-1- (x-1)- (yD)= p(xy-) ox -1)" 
py-1) 1=xyx ly iG =G/, 故 (x 一 1)(y-1) Ekerp， 从 
而 72Skero 。 

加 此 有 和 群 同 态 映 射 

pw T/Ti—>G/G!’ 
应 足 Bx-1+16)=xG/’, YxEG, 

明显 看 出 ，$0 = 1,9y%= 1 . 歼 9 是 群 同 构 映射 因此 有 
To/lTiG/G’, : 

于 是 立刻 得 到 下 面 定 理 ， 

定理 28.3 设 Z 是 平 几 左 ZG- 模 ， 则 

Hi(G, 2)G/G’, 
当 G 是 自由 群 时 ， 关 于 万 ,(G, 4) 有 下 面 定理 ， 
定理 28.4 设 G 是 自由 群 ， 则 当 ”>1 了 时， 有: 
21,(G, .A) =0，Y 左 ZG- 模 A 

证 ”对 于 平 几 右 ZG- 模 Z， 由 定理 27.2 (对 于 右 ZG- 模 的 

情形 ) 知 有 本 ZG- 短 正 合 列 


d 
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因为 G 是 自由 群 ， 故 由 定理 27.7 (对 于 右 ZG- 模 的 情形 ) 
知 1o 是 自由 右 ZG- 模 ， 因 此 这 个 短 正 合 列 成 为 于丹 ZG- 模 Z 
的 一 个 投射 分 解 。 故 对 任何 左 ZG- 模 4， 当 n>1 了 时， 有 

H,.(G, A) = Tors (2Z, A) = Tor*°(—, A) (Zz)=0. 

本 章 对 于 群 G 的 同调 群 仅 再 讨论 :71.4G,Z)， 其 中 有 边 的 Z 是 
平凡 左 C- 模 。 我 们 将 对 之 导出 著名 的 HHopf 公式 ， 

下 面 我 们 计算 HH;(G, 4) 财 是 用 日 ,(G, A) = Tori”(--,A) 

(Z) . 因此 关键 是 要 选取 平凡 右 ZG- 模 Z 的 一 个 适当 的 投射 分 

解 。 我 们 要 选取 的 是 平 几 右 ZG- 模 Z 的 Gruenberg 分 解 。 


28.2 平凡 右 AG- 模 Z 的 Gruenberg 分 解 


因为 对 于 任何 非 空 集 ， 恒 存在 以 X 为 基 的 自由 群 ， 由 此 可 
知 任何 群 都 是 一 个 自由 群 的 一 个 同 态 象 。 
定义 28.2 设 已 给 群 同 雯 满 射 
7 ， 太 一 沙 C， 
其 中 五 是 目 由 糙 。 
命 
r，ZF 一 >ZG 


IsX > ,mn (x) 
攻 所 四 车 


则 易 知 是 环 同 坊 满 射 . 
ker zt 则 做 环 ZF 的 相 对 增长 理想 ， 记 作 卫 ;。 
容 盘 知道 有 


xr (xX) = N(xX), vxEF. 
记 R=kerx， 则 由 Nielson-Schreier 定理 知 “ 是 自由 群 。 
又 ， 有 明显 知道 


Try)=1， yr€ER. 
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DE EE ri sp 


9 (1 时， 可 视 CG =Z， 从 而 可 视 x = & ， 这 里 e 


ZF—> Z 是 2 mm x 一 > jm:.。 这 时 1 ;就 是 环 ZF 的 增长 理 


想 7， 
在 本 节 此 后 的 论述 中 ， 车 无 特殊 声明 ，F, G, R,x 及 工 的 意 
义 如 上 上 ， 且 半 , 了 分 别 表示 下 及 RR 的 基 ， 
为 了 得 到 平凡 右 ZG- 模 Z 的 Gruenberg 分 解 ， 我 们 将 整 群 
环 2F,ZG,ZR 分 别 当 作 有 基 玉 ,G, 尺 的 自由 布 Z- 模 ， 并 先 证 明 
下 面 引 理 。 
引 理 28.2 Gi) 若 {ty ERIjEJ) 使 {RE|j EJ} 是 R 在 中 的 
全 部 互 异 右 陪 集 ， 则 {x (ty)|jEJ} 是 G 的 互 异 元 。 从 而 若 
7 27 (tm;= 0, 
其 中 my EZ, vsyEJ， 且 几乎 所 有 mm; = 0, 则 
m=0, vj/1EJ; 
(11) 奉 rti= sty， 其 中 tr，s ER， 则 必 1=j), r=s; 


(111) 石 Dvds, = 0， 其 路 ,…,t; 互 晃 ， Vis ""*, yn ELR, 


y= 0 1= 1 
证 (人 若 rd)=rt0)， 则 rt =1， 从 而 tf7!€ 
kerx = 太 。 因 此 Rt = Riy， 故 i = 7。 所 以 {z(t) |j EJ} 是 G 的 互 
11) 若 rti=sty, 其 中 r,sER, 则 好! =r- i!s€ER， 故 
kt = Kt;y。 因 此 i = 了 。 从 而 又 有 ?+=s， 


(111) 设 y= DY rikus 其 中 7 19?“”…? r, EEKHE 开 ， REZ, 


1 一 1] 


目 | 由 Divi =0， 有 (rk)t ii= 0, 从 而 


b= 1 11 
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> 2 (rti)h= 0， 
由 (1 知 rity |f=1,……, S31 = 1, ,mm} 是 下 的 互 寞 元 ， 故 
hi =0, =1…, my 1=1,…,s, 因此 有 
7 一 0， 1 711。 
因为 产 是 环 Z 五 的 理想， 故 7; 是 右 ZF- 模 。 现 在 我 们 指出 
右 ZF- 模 7; 的 两 个 性 质 及 其 对 环 ZF 的 增长 理想 1 的 应 用 ， 即 
有 下 面 三 个 定理 。 
定理 28.5 右 Z- 模 六 是 有 基 。 
* -1={ty-IyEY) 
的 自由 模 . | 
证 当 yEY 时 ， 由 于 yER， 故 r(y) =1, 从 而 7 (yy 一 1) = 
x 《(》) 一 x (1) = 0. 因 此 首先 有 Y -1S1. 
现在 证 明 Y -1 是 右 ZF- 模 1 的 一 个 生成 系 ， 
为 此 ， 任 取 a ETy. 因 为 a EZF， 散 先 可 设 a=xihi+…+ 
+ Xak,, 其 中 x; EF, hEZ,i= 1,…,#， 当 然 每 一 个 x; 总 属于 RR 
在 怀 中 的 某 一 个 右 陪 集 。 虽 然 不 同 的 x, 有 可 能 属于 同一 个 右 障 
集 ， 但 无 论 如 何 总 可 设 


m ! 
C = 2 > dRLNT 


其 中 js "sjn 互 界 ; ri ER, mi EL,i=1, i ms R=1, ,1 
因为 TC(a)= 0， 且 zrwn) =1， (ty) =z(by), 故 有 


5 zt) (TS mu ) = 0 。 
1=1 


| ] 


因此 由 引 理 28,2 知 2_ma=0,i1=1,…,m。 于 是 有 . 


一 |! 
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TT 人 TT 
m I ‘nn 1 
,一 
> > (ri — 1) (1j Hsp) - 一 pi 2 Yinli is — 
t=1lk-! 和 一 一 
i 
p 3 
> (二 ms) = 
i=1 k= 


这 说 师 杰 是 {ri 一 11; 一 二， ,msR= 1,….， 1 的 右 ZF- 线 性 组 
合 。 但 7r;: -1 E7 ,让 由 定理 27.7 知 ”7 一 1 是 Y-1 的 右 ZR- 线 
性 给 合 ; 从 而 rs 一 1 是 Y -1 的 右 ZF- 线 性 组 合 , 因 此 a 是 Y -1 的 
布 Z 互 -线性 组合， 所 以 了 一 1 是 右 Z 下 - 简 1/ 的 一 个 生成 系 ， 
了 最后， 我 们 证 明了 -1 是 右 ZF- 模 1 的 一 个 基 ， / 
为 上 此， 让 
y (il)cy=0， 
t=1 
其 中 y,EY,a€EZPF,i=1,.…, 7 
和 刚才 的 理由 一 样 ， 避 设 


_ Biits,, 1 = 1,**, 7, 


EFE= 1 


其 中 tj fin Bi EZR, R=1,.., Pi 1 = 1 


于 是 有 > (yi— 1) (5 Prity, ) = 0. 从 而 有 


工 ( 工 《2 - DB) = 


.b= 1 


因为 ” 江 (y-DBiEZR,k=1,…, m。 故 由 引 理 28.2 知 


i 二 


2 (CY; 1) Pi = 0， R= |， "I, 从 而 由 定理 27.7 知 Hi = 0， R= 1, 


t=1 
"ss 1 一 1， 人。 因此 Qi = 0,1= 1,……, i, 这 职 证 明 了 有 ZZ 售 - 
模 1 ;是 有 基 Y -1={y-1lyEY}) 的 自 出 模 ， 
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fp ee ed 


mp i ， 


若 作 是 右 ZF- 模 ， 则 对 于 gEG， m+ MIs EM/(MIT:), 其 
CM， 定义 

(m+MIr)g=mf + MI,, 
下 中 EF 了 满足 x (f) = g， 然后 再 定义 


(m+ MID( gem, )= >_ (m+M 1) pms 
时 ， 易 知 信 /MT 了) 成 为 右 ZG- 模 ， 
注 ” 因 为 J; 是 环 ZF 的 型 想 ， 秦 1 是 右 Z- 模 ， 因 此 按照 
以 上 方式 ， Tr/(Trl; ) 是 布 G- 模 ， 
不 难 证 明 ”JrSIT;。 事 实 上 ， 若 a E71:， 则 如 定理 28.5 中 的 


证 明 ， 可 设 a = 5 SV ratjms, 月 由 zx(a)=0， 知 有 


= =i 


Js=07=1 01。 有 从而》 =0， 故 aE7r。 因 此 
人 i 
jrEls. 
于 是 有 
To/ (TT) SET/ CTT) 

可 以 证 明 ，Jz/(1z17) 是 右 ZG- 模 Is/(Ir1y) 的 子 模 。 事实 
gEG,m+ Trlr E11), mE1lr 时 ， 设 f Ef 满足 zx 
(7) = g， 则 有 

(m+ TriDg=mf+Irfiy. 

为 了, 是 2 的 理想， 下 mF EI/(Izlr)， 因 此 (m+ 了 I 
Tr)gETr/Crlr)， 放 1/(1r1r) 是 右 ZG- 模 I9/ (ITr7r) 的 子 模 ， 

定理 28.6 设 右 ZF- 模 几 是 有 基 环 的 自由 模 ， 则 按 刚才 的 - 
方式 作成 的 右 ZG- 模 MM/M 六 是 有 基 

W={w=w+MIiylwEW} 
的 基 岂 柑 ， 
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证 因为 团 是 有 基 砂 的 自由 右 Zf - 模 ， 故 


M = 思 wZF 
从 而 兄 知 有 
MIsy = Bwls 
他 


po: 1M 一 > 申 (WwZF)/ wT) 


Wi Or， 十 WwW; Os > (ys WO Oi 二 wi Sr; ”多 
Li Ci 十 Ws 7 了， …) 
则 易 知 2 是 右 Z 己 - 满 射 ， 且 Kerp =M7。 故 有 
M /MI) 四 ((wZF)/ (wb)) 
又 ， 不 难 证 明 . 
z (wZF)/(wI) EwZG., 


事实 上 ， 命 
Jj: wZF——>wZG 


u( 工 xm 一 > vw( r(x )m, | 


人 仁 玉 seF 


则 易 知 % 是 群 同 态 满 射 ， 且 kery = wJrs。 故 有 
(wZF)/ wT) EwZG. 
于 是 有 厂 2G- 辐 构 
M/(M I) D wZG., 
这 就 证 明了 右 ZG- 模 MV/GM 万 ) 是 有 基 琅 的 自由 模 。 


定理 28,7 设 石 ZL 上- 模 可 是 有 基 砂 的 自由 模 , 则 M/CM 75) 
是 自由 Abel 群 〈 即 自由 Z- 模 ), 有 基 


W={w=w+MI ,lwEW)}. 
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证 到 G={1}, 则 可 视 ZG=Z, 从 而 /rs= 六。 故 由 定理 
28.6 即 知 M/CM 7 是 有 基 环 的 自由 Abel 群 ， 

注 。 因 为 J; 是 环 ZF 的 理想 ， 因 此 1s 可 以 作成 左 ZF- 模 . 
申 定 理 28.5 〈 对 于 左 模 的 情形 ) 知 左 ZF- 模 1 是 有 基站-1 的 
自由 模 。 因此 7r = 四 ZF(y 一 1). 从 而 易 知 了 Ty = DB Tr(y - 
1 ), 于 是 To/ (Ty1y) = (BZF(y -1))/ (BI9(y -1)). 类 似 于 


定 弛 28,6 的 证 明 , 可知 [fz/ (TrTy) 实 BZF(y- D/A(y-1)), 


(ZF (ly—1))/(T(»y— 1)) 全 Z(4 一 1+ 了 rr 17), 从 而 
Ty/(Tri) BZy-1+1,T,). 
¥€ 了 了 


因此 75/ (ITy) 是 有 基 {y -1+1zTy|yEY)} 的 自由 Abel 群 
为 了 给 出 平凡 右 ZG- 模 Z 的 Gruenberg 分 解 ， 除 了 上 面 三 
个 定理 以 外 ， 我 们 再 指出 下 面 两 点 。 


说 介 ， 全 是 怀 24 的 两 个 理想 ， HR = {xy lx € H, 


EK 则 及 K 是 Z 的 理想。 若林 及 KK 又 是 分 别 有 基 4 及 的 
自由 右 Z 厂 - 模 ， 则 易 知 如 天 是 有 基 一 
AB= {abla€ 4, bEB) 
的 自由 右 Z 刁 - 模 . 
议 已 给 模 MicM,.ScMCSCM’'. 命 
9: M/Mi— >M/M, 
m+ Mit—>m+ M,, 


/ 则 9 是 模 同 态 满 射 且 kerp = Ms,/M1。 于 是 有 


MM AM 


CQ0， M/M:——>M'’ AM， 叫做 陪 集 的 扩大 ， 
现在 可 以 于 出 平 几 右 ZG- 模 Z 的 Gruenberg 分 解 ， 即 有 下 
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面 定理 ， 
定理 28.8 命 
忆 , = 站 /7 1 nn 二 0， 
P,s ,= (Trle /Trlr),n >I1. 


其 中 1s= ZF( 于 是 Po= (ZF)/Ty, Pi= 了 /C1977)). 则 有 
(1) 三， 是 自由 有 有 ZG- 校 。 当 n 之 1 时 ，P,, 有 蒜 
{Cy1— 1 (yl)+I; |yEY) 
fs 是 自由 右 Z&G- 模 ， 有 基 
{Cx —1 Cyl) (yi m1)+Ilrix EX, 
yi:EY}., 
(11) 大 < 是 平凡 在 CCGC- 模 ， 命 ws: PP, 一 > Psi 是 陪 集 的 扩 


大 ，R 之 1; 并 命 e : 一 ->Z 是 》， xm, + Tyr 2 7。， 则 有 右 
和 居 克 EF 
<C- 正 合 列 ; 
一 >P >P >P >Z->0. 


证 (i) 因为 已 ,= (ZF)/Jy= (ZF)/(ZFT,), 故 由 定 更 
28.6 知 了 Po 是 有 基 {1+ 9} 的 自由 右 ZG- 模 。 当 n 宇 1 时 ， 因 为 二 是 
Z 了 的 理想 , 且 由 定理 28.5 知 77r 是 有 基 -1 的 自由 右 ZF- 横 ， 放 
六 是 有 基 1 pe 的 自由 右 ZFf- - 模 。 由 数 
学 归纳 法 即 知 7 是 有 基 {(y1 - yy, 一 1)|[y;EY} 的 自由 右 
ZF- 模 。 于 是 由 定理 28， oA po 1 lz) 是 有 基 {(ya 一 1)… 
(y-1D)+T 1 ET) 的 自由 右 ZG- 模 。 同 理 可 知已 ,，， 是 有 
基 {Cx -1)(7-1)…(3a-1)+7rrlxEXyEY 的 自由 右 
ZG- 模 . 

(ii) 因为 ?Se 以 有 15 71775 S71;cTsT; '， 从 而 有 


了 As Vs pi 人 
“了 ， iT: H 


有 站 
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上 由 于 ”是 ZF 的 理想 ， 玫 可知 1;/(LrT?) 是 右 ZG- 模 
1 Un 的 子 模 ， 且 易 知 0. 是 右 ZG- 上 映射 。 故 有 
n= Dr: a> ,1 7 过 1 
量 由 上 琐 泣 澳 筛 到: 
imd = Lr/ 7 »), kerd,, = (1 rl T+) )，n 之 1 
国 样 ， 有 有 Tx Slr 1, 六 三 六 ， 故 有 


1 天 7 On Fn jin 
CITT OO— DIN l/r 


因此 有 
darnri= Onn: 二 ii 一 一 > 人 70 
是 于 此 开山 得 到 
imd% #1= (Trlr) /ls , kerdsr=1r /CT )， 
n 宇 0， 这 样 吏 有 : 
imds, = kerds,_1, imd,,.1= kerd,,.. 


又 易 知 imali=kere ， 且 es 是 在 L2G- 满 射 ， 故 有 右 ZG- 正 
合 列 


, da > >P, >Z— >0. 

定理 28. 8 中 得 裂 的 右 ZG- 正 合 列 是 平凡 右 ZG- 模 Z 的 -个 
自由 分 解 ( 从 而 是 投射 分 解 ), 它 叫做 平 几 右 ZG- 模 Z 的 Gruen- 
berg 分 解 ， 


28.3 Hopf 公式 

为 了 证 出 opt 公式 ， 我 们 先 证 明 下 面 五 个 引 理 ， 

引 理 28.3 命 CA] 是 的 子 群 ， 它 由 一 切 [ff,r)= 
frfj ir 1! 生成 ，[4 了] 是 站 的 子 群 , 它 由 一 切 【xy 门 =rfr 广 : 
汪 成 ， 共 中 ff EF，r RR。 则 有 

(1) CF, RI= [CER, Fy) 
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(ii) CF, RR 是 R 的 正规 子 群 .、 

证 (i) 因为 [f,r)= [rirfj€ECR,FJ, [Cr, f= Crf,r 
ELF, RI, 故 CF, RI= CR, Fy. 

(ii) 首先 明显 知 [f,r] ER，。 敬 [F, RJCSR, 又 ， 当 r’ ER 
时 ,人 Cr, fr 1= Crr [fr ECR,ED, 故 [已 ,及 是 R 的 正规 
子 群 .  ， 
引 理 28.4 设 已 给 平 几 右 ZG- 模 Z 的 一 个 投射 分 解 
Q， …->Q: 一 >Q, 一 >Q, 一 >Z- 一 > 0 
记 J,=ime,， 4.: 7 .=>Q,_:， 则 对 任何 左 ZG- 横 4， 


有 
H.(G, A)ker(d.014). 
证 由 复 形 
Qod4. ‘00 A ODA S00 A 0 ， 
知 


H.(G, A)= Tor:°(Z, A) = ker(e,1)/im(e,.1001). 
考 虚 交换 图 


0 一 一 cv 一 一 J 一 一 人 
0，， 


其 中 5,.(2) = es(2)，Y2zEQ。 上面 横 行 是 正 合 列 . 
因为 @:e4 是 右 正 合 的 共 变 畏 子 ， 故 有 交换 图 ， 


CE n+t 1 | 
Qntl QI CQnco4 人 yc94 一 一 一 > 0 
“8 ea 


CC9 A 
二 上 面 横行 是 正 合 列 。 于 是 有 
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im(e,;,1C01) = ker(é.001). 
我 们 证 明 ;- 
(£6.01)(ker(e,.Co1)) = 上 er(4 1). 

为 此 ， 设 zEker(e.G1), 则 (el1)(z)=0. 由 于 e, 的 1= 
(4.691)(5.691), 故 (4.1) (5,@1)(2)=0。 因此 (6,.BD(2)E 
ker(A.001). 所 以 (6.001)(ker(e. 的 1)) 忆 ker(4. 的 1), 反 之 ， 若 
wker(t4.61), 风 (4,.@1)(w)=0。 因 为 wE7JGQ4, 而 E.GQ1 
十 痛 射 ， 丰 有 4EQ.4 使 册 = (CO1)(4)。 于 是 (1, 的 1)。 
CC) =0。 从 而 (eol1)(u) = 0。 故 wuEkerle,691), 因 此 
wc scoli)(ker(esCol))。 这 就 证 明了 

(Co91)(ker(escoi))=ker(4.CO1) 。 

这 样 ， 访 得 到 <- 满 射 

2: ker(e.GC91) 一 ->ker(14.CO1) 
X F> (6.001)(x). 

因为 kerg= ker(6.C91)N ker(e,V1)， 而 ker(E GT1)GE 
kerl(e.091)， 故 kerg= ker(E,091)=im(e,.i191)。 因此 
ker(e,1)/im(e,.r101) ker(A.W1), 

H.(G, A) = ker(h,001). 

设 £ 是 RR 的 换 位 子 群 ， 则 RR/R/ 是 Abel 群 。 我 们 可 以 将 
R/R’' 作 成 右 ZG- 模 。 

为 此 ，、 对 于 KR/'rER/R’， 其 中 rE RR， 及 g EG， 定 义 

(R’r)g= Rf irf, 
其 中 f EF 满 足 x(f)=g. 

fi)=x(f)=g 时 ，x(f71f1)=1。 故 f-!1f1Ekern= 
FE. NE Cf irf Cfirf) t= (ff) (fii'rfi) (ff 
rf ER’, PM Rf Tirf = Rfii'rf. 

当 Rir= Rs, 其 中 r,s CR 时 ,有 rs-1ER'。 因 为 对 于 任何 
rr2 忆 RR， 总 有 iGrreri rz Df = Cf rf Of rf) fi ff) 
Cf irsf) 1ER’,， 故 反 rs ER .因此 (frf) (fi1sf)-!1= 
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firs if ER’ .FM Rf rf = RY sf. 

因此 (kK/r)g 确 已 被 定义 、 容 易 验 证 R/R/ 成 为 右 ZG- 模 。 

引 理 28.5 在 在 右 ZG- 同 构 映 射 

0, Tp/(T rir)—> R/R! 

湛 足 9C(r-1+Trls)= Rr, Yr€ER. z 

证 根据 定理 28.7 后 面 的 注 , 疡 /(7y7) 是 有 基 {y-1+ 7 7， 
[LE 的 自由 Abel 群 ( 即 自由 Z- 模 ), 而 R/R' 是 Abel 群 ， 政 
可 唯一 地 补 成 交换 图 

ToKe Ti 


9 
fy 一 1+41,T :EY RI/R’ 


其 中 p(y-1+1 TD)= Ry, vyE€Y， 补 出 的 0 是 群 同 态 有 映 
射 ， 故 0 满足 : 
GC(y-1+1s1r)= Ry, YYyEY。 
我 们 来 证 明 6 是 双 射 。 为 此 ， 命 
9:， 民 -一 > 了 7/ (7 ) 
rF->7 一 1+7 7 

因为 当 r ER 时 ,r+ ~1€1;。 故 wg 是 映射 又 ， 当 ,rER 
诗 ， (ri -1l)(r -1) ET ETI, rirs—-l=ri—1+7,—1i+ 
(一 1)(r 一 1 故 (rirs) = (71)+g(r;), 因此 wg 是 群 同 态 
耿 射 。 ~ 

当然 可 以 唯一 R ~ > 


地 补 成 交换 图 ， 4 lelp 
: 6 


aa 


帮 得 刹 登 同 态 单 庄 
0， 玉 /kerr 一 > Tr/ rls) 
(kero)r Fr->r 一 1+7r77 
因为 [op/ (Trlz) 是 Abel 群 ， 故 R/kergp 是 Abel 群 。 内 
此 kergp 二 天， 这 样机 得 到 群 同 态 虫 射 
n: R/R’—>1r/(Trl;) 
Riri—>r—1l+Isls 
因为 80y -1T+7Tr7z)=R 2 yyEY， 我 们 可 以 证 明 
OC(r—~1+Ii;)= Rr, yrE€R. 
三 实 和 上， 当 rER 时 可 设 
# 二 yl! i 
扶 :i ej= 土 1， YEY, j=]1,.,? 
站?2= 1 有时， 车 et= 1， 则 > = wy 这 时 当然 有 9r 一 1+T 了 ris)= 
fr 有 BE 一， 则 r=y7 -1=-(y-1)-(yi -1) 
(ol 而 (vi-1)( -1) ET7r7r， 帮 rr-1+7rrr= 一 ((y 
-1)+ 了 了 rl;p), 从 而 有 9Gr-1+Tr[r)= (0(y1-1))71= R’yr 
= Rr. 
假设 (yy 1+ TD) = Ry yy 则 r= yf 
yt" 于， 由 于 ,rf 一 1= yy 一 1= yi yl1+ yi"—1+ 
(yy 一 Ca 一) Cyl yn 1) (y."~1) Ee 
Ty1s, 政 有 br -1+7777 = (yo 二) OC(y'"— 
1 + Trlr)= Riyt.. y= Rr., / 
到 此 立即 和 藻 出 ，00 = 1， 0 =1。 故 9 是 群 同 构 上 映射 。 
汉语 ， 我 们 证 明 2 是 去 EGG- 同和 构 避 射 。 

ER, gEG HH， 设 j Ef 了 江 中 x(f)=g， 则 : 
nCRir)g)=n(R/f rf = frf -1+t+Irly, 
(nCRir)g= (rr-1+tlrirge=(r- Df+tlIris, 

因为 (r-DfFA=fF irf-1-(f 1-1)(r-1)f,， ， 而 (三 :- 
dr -Tc7r7z 改 (rr-l)F+1=rarr-1+7r7r。 所 以 7 
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是 右 zCG- 同 构 喘 射 。 从 而 0= 六 :是 有 CaG- 则 构 了 喘 射 。 
引 理 28.6 (i) 若 x,yER 使 xy ER ， 则 
x"(y") IER’, vmEZ; 
(11) 者 x,y€Ef， 则 z : 
(x yx"y") 1ER’, vmEZ. 
下 只 要 对 正 整 数 m 证 明之 邑 可 . 
(i) 假设 当 m = 正 整 数 & 时 成 立 ， 则 
XIV) l=x(x (yy) Dx loxy TEA 
(ii) 假设 当 m = 正 整 数 k 时 成 立 ， 则 
(XVICx tl yet1) 1 
= (XXX YN) x x yx Cy x) x1) ER/ 
引 理 28.7 设 Z 是 平凡 左 ZG- 模 ， 则 有 
(1) 存在 群 同 构 映射 : 
o: Lr/ (rlr)OoL—> R/CF, R) 
满足 oc((r-1+T[)Om)= CF, RIr", YrE€ER, 
(11) 在 在 群 同 构 映 射 
T: {r/o 一 > 下 /天 
满足 r((x -1+ 7Tr7nD)GQm)= 开 xn YXxEXI 
(iii) 命 
6, R/CF, RJ—>F/F! 
CF, RIr——> Pr 
出 0o 是 群 同 态 映 射 ， 且 
kero= (RN EF)/EF, RY), 


并 且 有 交换 图 ， 
T/T) D2 SI ,TR,,2 
C T 
R/CF, RR) -> /FPF 


共 中 ho Zo/ (7) 一 >1y/ (Tl). 
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一 


证 (1) 命 
wo R/R’xZ— >R/F, RY 
CR/r,m) > CE, RIr" 

当 Rr= R'is,r,sER 时 ， 有 rs-1ER'/。 故 由 引 理 28.6 知 
"Cs") TER’ CCF, RD, 震 此 Cf, RIr"= [CF,RIs"。 所 以 9 是 
映 叶 . 

我 们 征明 2 是 和 G- 双 加 性 图 数 。 

24ris ?2 全 上 时 ， 有 

PRIr) CR rm) = oR rrs, m) = CE, RICrirs)”, 
pCRris mR r,s, mm) = CF, RIrYTr'. 

由 引 理 28.6 知 

PRIrDCR rs) = oRr, mp Rr,, m). 

又 ， 明 显 有 

CRIr mtm) = oR rm) oR Tr, 1m;). 
到 后 ， 当 gEG 时 ， 命 EP 了 满 足 x5(f)=g， 则 
pCRir)g,m) = oR f rf,m)= CP, RIf ir"f, 
PR’r, gm) = p(Rr, m) = CF, RYr", 
TH， 了 ir"f(r") EC 人] 故 有 
9(( 开 7r)g70) = p(R/r, gm). 
这 就 证 明了 gw 是 CC- 双 加 性 国 数 。 
于 是 可 唯一 地 补 成 交换 图 : 


R/R’xZ2 一 一 一 一 一 ~R/R'CzoZ) 


人 .6 
pF ， 
R/CF, RK) 


其 中 有 (RIr,m) = R'r@m， 补 出 的 0 是 群 同 术 有 映射 。 可知 
o (RrOOm) = CE, RYr", vrER, mEZ. 
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容易 看 出 是 群 同 构 喘 射 。 因 为 只 要 命 
pg: R/CEF', RI—>R/R’'W:oZ 
CF, RIrt—> 人 rol 
即 可 知 % 是 0 的 谤 映射 . 
事实 下 ， 若 [ff, RYr = [FF，Rjs， 其 中 r,sER, 则 rs-!:E 
CF, /0 由 3 引 | 理 28.3(i) 的 证 明知 可 设 
rs l=(fi rfri'). (frir,f ra), 
其 中 f ,EF, r,ER, i=1,:…,m : 
设 x(f) =gisi=1,…,m。 因 为 Z 是 平凡 左 ZG- 模 ， 玖 有 
Rr001 = frCdgil = (Kr) gO = FR/ fir C01 


从 而 有 
Rfirfi: Ol= Rr1+ Riri'1=0 
因此 有 / 
R’r@1= Rfiirfiri' Olt. 
+ Rfi'r,f ori’ WO1+ RsQ1 
= R’ sl 
于 是 是 映射 .容易 验证 yy 是 群 同 态 上 映射 且 有 oyw=1， 
go = 1， 故 0 是 群 同 构 映 射 . 
根据 引 理 28.5 有 右 ZG- 同 构 上 映射 9，JTz/ (Tfy) 一 > R/R’ 
满足 OCr 一 1+ 了 zis)= Rr, YrER. 于 是 命 0= co (0091; ) 时 ， 
就 得 到 群 同 构 映射 ， 
5: Tr/(Trlr) zoZ —> R/CF, RY, 
且 立 刻 知道 0 满足 c((r -1+7r7r)Qm) = [CF, Rjr"，YrER. 
(i1) 由 定理 27.7 知 1z 是 有 基 {x -1x EX} 的 自由 有 ZG- 
模 ， 赦 由 定理 28.6 知 Iz/ (101y) 是 有 基 {x -1+ 了 ols|x EX} 的 
自由 布 CGC- 模 。 央 此 有 右 <C- 同 构 喘 射 
ET 一 >ZGOS 


2 (xx -1+7a Is )QL 。 -一 一 >【《… CQ 


eX 
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a, CLG, VxXEA., 
于 十 在 群 同 构 上 映射 , 


AA 
又 有 和 群 导 构 映 组 
D7: ZG —>(LG Hol) IxX! 》 
淇 是 pC) as ny an GO = (apt Dm ) 
且 有 群 同 构 映 射 | 
上 (ZGOD 2) [和 > 六 ( IXE 》 
湖 中 6000O11 OICOmM ) = Qe CI ), 
六 为 7 是 有 基 {x -1lx EX} 的 自由 右 ZG- 模 ， 故 由 定理 
28.7 知 Tr/ 太 是 有 基 {x -1+ 1731x EX) 的 自由 Abel 群 ， 故 有 群 
问 构 跑 射 
B, Tr/I}—>Z0) 
D(x 一 上 十 i)m > CG, 1 Hr ) 
叉 由 下 型 28.1 知 有 群 同 构 映射 
op: Tr/Ti—>£ /PF!’ 
满足 p(x -1+18)=F’/x., 
于 是 命 +=pB 52005951) 时 ， 就 得 到 和 群 同 构 映射 _ 
tr: Tr/(TrTy))OoZ—>F/F’, 
上 且 立 刻 知道 5 满足 zz (C(x 一 1+ 了 rTy)6m) = Fix,，vYx EX， 
(iii》 巷 [ 户 , RJ)r = [LF, Rjs， 其 中 r,s ER， 则 
rs EC RISE 
故 Fr= FF/s。 因此 6 是 映射 。 又 ， 容 易 验 :证 9 是 群 同 态 映 射 
8 kerso= (RNPF) /CH, RY. 
Oo((r—1+i rl)m)=000F, RIr")= PF/r", YrER, 
T(A42 Dr 1+ti [im) =T((r- 1+1rir) Om) 
= Fir", YrER, 


398 第 九 恒 ”和 群 的 同调 及 上 同调 


故 00 =T(4,691)。 因 此 Gii) 中 的 图 是 交换 图 , 
现在 我 们 给 出 Hopi 公式 ， 即 有 下 而 定理 。 
定理 28.9 (Hopf 公 式 ) ” 设 已 给 群 G, 若 G 是 自 出 群 F 的 一 
个 同 态 象 ， 严 一 为 G， 命 R=kerx， 则 对 于 平凡 碟 ZG- 模 Z， 
有 
Hi(G, 2) RNEF’)/F, RY. 
证 根据 定理 28.8， 可 以 取 平 几 右 ZG- 模 Z 的 一 个 投射 分 


解 是 它 的 Gruenberg 分 解 : 
PP “>P cyP >Z >0 
即 
了 37?、 ds = ,了 2 da di -~ 27/ 
“>iylr/ dT)—— > T/T > T/T )——> ZF /7 一 一 > 


乙 一 -> 0 


记 7a= imd2 7》771Trr)， 则 由 引 理 28.4 知 
琳 :(G,Z)Sker(4GDO1，)。 
由 定理 28. 8 的 证 明 过 程 中 得 到 的 公式 知 
ima: = Ty/(Tr1y). 
故 据 引 理 28.7 知 有 交换 图 ， i 
T/T > 1 17 B07 


o |- | 


R/CF,RY > F/F 


因为 及 和 皆 是 同 构 喘 射 ， 故 ker(42CO1。) 兰 ker6， 
而 由 引 理 28.7 知 xero = RNF//LF,R]， 因 此 有 
-HG, ZECRNF) /LER, RY 
因为 末 ;:(G,Z) 只 与 G 有 关 ， 而 与 平 几 右 ZG- 模 Z 的 投射 分 
解 吧 夺取 无 关 ， 改 有 有 下面 推 论 . 
拱 论 28.1 设 已 给 群 G， 者 G 是 一 个 自由 群 下 的 -一 个 同 态 
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象 ， 下 一 > 一 G， 并 命 尺 =kerr， 则 
( 开 n EC RY 
与 下 及 R 的 选取 无 关 。 
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概略 地 说 ， 群 扩张 的 理论 是 讨论 怎样 通过 一 个 群 的 正规 子 群 
及 其 关于 此 正规 子 群 的 商 群 来 研究 这 个 群 。 群 扩张 理论 与 群 的 上 
同调 理论 有 密切 联系 ， 它 是 群 的 上 同调 理论 的 重要 来 源 。 

在 群 扩 张 理论 中 ， 一 种 非常 重要 的 情形 是 所 给 的 正规 子 群 本 
身 是 Abel 群 。 本 节 的 讨论 将 限于 这 种 情形 . 


29.1 群 的 扩张 的 概念 


定义 29.1 设 已 给 群 4 及 群 C， 其 中 4 是 Abel 群 。 若 群 忌 使 
得 4 是 已 的 正规 子 群 ， 且 有 一 个 短 正 合 列 


0 一 >4C2> 上 -CC 一 >1 


即 忆 是 群 同 态 满 射 且 ima =ker， 则 称 此 短 正 合 列 是 群 4 借 助 群 
G 的 一 个 上 张 。. 
以 后 群 4 的 运算 用 加 法 ， 群 G 的 运算 用 乘法 : 群 忆 的 运算 也 
用 加 法 ， 但 要 注意 互 未 必 是 Abel 群 。 
当 已 给 群 4 借 肪 群 G 的 一 个 扩张 


0—>AC >E ~G—+l 


时 ， 对 于 xy ECG, 命 
0 A—>4 


OY”eEetu—e, 
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其 中 ecG 下 满足 PCe) =x， 则 易 知 9: € A 坟 A， 且 易 知 
g, G——> AutA 
X >0, 
是 传 同 态 喘 射 ， 
寺 紫 对 于 x EG 及 aE A， 定 义 


xa= 0,(a) 
并 定义 ( 对 mex ) e = 飞 mo(xo)， 则 4 成 为 左 ZG- 模 。 


按照 这 种 方式 得 到 的 4 的 左 ZG- 模 结构 此 做 是 由 所 给 扩张 
确定 的 . | : 

设 已 给 一 个 Abel 群 4 及 一 个 群 G， 并 设 已 按 某 种 方式 给 定 了 
4 的 一 个 左 ZG- 模 结构 。 所 谓 解 扩张 问题 , 就 是 要 决 定 .4 借助 G 的 
所 有 扩张 ， 其 中 每 一 个 扩张 确定 的 4 的 左 ZG- 模 结构 与 原来 给 
定 的 一 致 ， 也 即 由 其 中 每 一 个 扩张 决定 的 G 到 4ut 4 的 群 同 术 映 
射 8 都 请 足 ， 

O(a)=xa, VxEG, a€EA. 
下 面 我 们 将 逐步 地 来 解 扩张 问题 。 为 此 ， 先 引入 下 面 定义 ， 
定义 29.2 设 已 给 群 4 借 助 群 G 的 一 个 扩张 


0 一 > 4( 人 一 > E > C ~ 一 > 
若 映 射 、4.，G 一 > 户 满 足 ， 
(i) pA4= 160; 
G7) 4(1) = 0， 

则 称 2 是 此 扩张 的 一 个 提升 函数 。 

易 知 群 3 借助 群 G 的 每 一 个 扩张 都 有 提升 函数 ， 

当 4 是 群 4 借助 群 G 的 一 个 扩张 的 任 疮 一 个 提升 函数 时 ， 昂 
知 恒 有 - 

(i) 0.(a)=A(x)+a-Ai(x), Vx EG,aEA, 
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Tr OO ee 
一 一 一 we -me ear -LI 一 


(il 对 于 每 一 个 eE 蕊 ， 必 有 了 只 一 的 CE 4,x EG 使 ， 
ee=a+ A(x ); 
(iii) AC(x)+A(y)—- Axy)IEA, Vx,yEG, 


29,2 因子 组 ; Z(G, A), B’:(G, A) 及 e(G, A) 
定义 29.3 设 已 给 Abel 群 4 及 群 G， 并 设 A 已 按 某 种 方式 成 


是 4 借助 G 的 一 个 扩张 且 此 扩张 确定 的 4 的 左 ZG- 模 结构 与 原 
给 内 一 致 。 大 4 是 此 扩张 的 一 个 提 和 天 消 数 ， 则 映射 / 
C 3. GxG——>4 
(Xs VI > ACX) + A(Yy) — A(xy) 
也 做 由 此 扩张 及 提升 明 数 4 确定 的 因子 组 ， 
记 [5x， ?9] =[ 2(x,y)， 则 有 
(x, yy] =A(x) + Ay) ~ ACXYy). 
因子 组 的 概念 是 解 扩张 问题 过 程 中 的 一 个 中 心 概念 ， 
我 们 给 出 GxG 到 A 的 一 个 映射 是 因子 组 的 一 种 充分 必要 条 
件 ， 邮 有 下 面 定 理 . 

”定理 29.1 设 已 给 Abel 群 4 及 群 G， 并 设 A 已 按 荣 种 方式 成 
为 左 ZG- 模 .再 设 已 给 一 个 映射 [ I], GxG 一 >4， 并 记 [x, 1 
= [ ](x yy)。 则 [ 2 是 因子 组 ， 当 且 仅 当 以 下 条 件 成 立 

(i) Cx,1]= 0=[1,x), vxEGS 
(ii) x Cy, 2] — Lxy,2I+ Cx, y21 ~ [xX, y= 0， 
vy xX, y, ECO, 
证 设 [ ] 是 因子 组 ， 则 有 -4 借助 G 的 一 个 扩张 ， 且 .4 由 
人 ZG- 模 结 构 与 原 给 的 一 致 ， 并 且 此 二 瀛 有 个 
天数 4 ， 使 
Cx, y= A(x) + hy) — ACxy), 
xa=A(x)+a- A(x) . 
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人 


于 是 有 [xy 1] =4(x)+4L) -4xl1)=0 Cl,x]=4C1)+ 
A(x) ~ A(x)=0. 全 册 xX[y,2) = A(X) +t A(Cy)+ A(2) ~ A(y2)— 
AC(x), — Cx»y, 2 = A(xy2) — A(2) A(x y), Cx, y2) = A(x)+ 
A YZ) — ACX YZ2), — Cx, y= AxXy) -Ay) — A(x), xXLYy, 2 
- Ex ys 2 + Cx y2] — Cx, y= 0. 

反之 ， 设 5 J 满足 条 件 (i) 及 (ii) , 命 

={(a, x)|a€E A,x EG), 
并 定义 
(a, X) + (6b,y)= (at+ xb+ Cx, y], x y), 
刚 易 知 忆 成 为 群 ， 其 加 法 单位 元 是 (0,1); (a,x) 的 加 法 逆 元 
(aX)=(—x la—- x itx, x ,x 1). 

命 bp， 上 一 >G 是 (a,x)H-->x， 则 易 知 B 是 群 同 态 满 射 ， 
且 kerp={(a,1)la€ AA}, 又， 明显 知 A 一 >kerB，aj 一 > (a, 1) 
是 群 同 构 映射 ， 故 视 a= (a, 1) 时 ，A 成 为 E 的 正规 子 群 ， 干 是 得 
到 4 借助 C 的 一 个 扩张 : 


0 一 -4C EL G1 


全 4，CG 一 > 三 是 xHF> (0,x)， 则 易 知 4 是 此 扩张 的 一 个 提 
升 国 数 。 

因为 vat Ae) = Cua 1)4 C0, x xX)=(xag, x), A(xX)+a= 
(0, x)+ (a,1)=(xa,x), 澡 xat+A(x)=A(x)+a. 从 而 9,(a) 
= Xa。 央 A 由 此 扩张 确定 的 左 ZG- 模 结构 与 原 给 的 一 致 . 

于 是 由 A(x)+ACy)— Axy) = (0,x) + (0, y) — (0,xy)= 
[x,yI 和 [J 是 此 扩张 及 提升 函数 4 确定 的 因子 组 . 

命 [x,y]=0, vx,yE€EG, 四 此 定理 时 知 因子 组 存在 ， A 
馆 助 G 的 扩张 存在 ， 

进一步 我 们 来 研究 由 同一 个 扩张 、 两 个 提升 区 数 确定 的 因子 
组 之 辣 的 关系 。 有 下 面 定理 . 
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he en 


定理 29.2 设 已 给 | 并 设 .4 已 按 茶 种 方式 成 
为 左 CC- 横 . 再 设 0 一 > A > E >、 一 一 > ] 


是 4 借助 G 的 一 个 扩张 , 且 4 由 此 扩张 确定 的 左 ZC- 模 结构 与 原 
给 的 一 致 。 老 4 及 4 是 此 扩张 的 两 个 提升 汞 数 ，5 ] 及 5 了 分 别 
是 由 此 扩张 及 4 和 由 此 扩张 及 4 确定 的 因子 组 ， 则 必 人 存在 映射 
‘< 》， G—>4 
满足 ， 
(1) 《1>=0 
(11) KxXy 9 一 CCXy9]=XK4) — XY + XS 
其 中 x》> = < >，(x)， 
证 因为 当 x EG 时 ，B(A (x) 一 A(x))=xx 1=1, 故 
A'(x)-A(x) EkerB= 4， 因此 命 
‘< >), G—>4 
XH—>4/ (x)- 1x) z 
了 时 ， 知 4 > 是 映射 ， 且 容易 对 和 亚 (i), (1) 成 让 。 
设 已 给 Abel 群 4 及 群 G， 并 设 4 已 按 某 种 方 式 成 为 左 ZG- 
模 。 我 们 用 2Z:(G, 4) 表 示 由 .4 借助 G 的 所 有 扩张 (其 中 每 一 个 扩 
张 确定 的 4 的 左 £G- 模 结构 7 全 的 一 致 ) 及 所 有 提升 函数 确定 
的 所 有 因子 组 作成 的 集合 ， 
Z*(G,A)= {映射 5 2» GxG—>Al[x,1)= [C1,x)=0, 
x[y,2] ~ [xy,2]+ Lx, 2 ~ [x, y) = 0}, 
对 于 [ ,CL J*EZ2(G, 4), 定 义 [ ]+K5 3/ 是 
([ J+tE J )(x, y)= [x, y+ [x, 7 ， 
则 易 知 2Z2(G, 4) 成 为 Abet 群 ， 其 零 元 5 ], 是 [x, ,=0,Yx， 
yEG。 [的 负 元 一 是 (人 -5 D(x,y)= 一 [xy yy] YX 
yEG, : 
命 : 
BC 4)= 中 射 1，G x GG 一 A| 存 在 映射 <，,G->4 
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诺 是 0G)<1>=0; Gi)f(x, yy) = x Cy — x y+ Cx}, 
则 各 知 
BG, A)EZ(G, A). 
当 f,g E BG, A) 时 , 命 < 3 G 一 > A 是 x 一 > (x 一 <x》/， 
这 里 < >， 及 <， 分 别 是 对 及 g 而 言 的 ,， 则 《413=0,， 月 (f -gp) 
《x,y)=X4Yy 一 《XY3+ 《x3, 故 B:(G, A) 是 Z(G, A) 的 子 群 . 
再 记 
el(Gr, A)= (LG, A /OBCG, A)). : 
议 已 给 Abel 群 4 及 群 @G， 并 设 4 已 按 某 种 方式 成 为 左 ZG- 


模 ， 再 设 0 一 >4 Cm 局- 人 vc 是 4 借助 CG 的 -个 扩 


发 ， 且 4 由 此 扩张 确定 的 左 ZG- 横 结构 与 原 给 的 一 致 。 车 [5 ”) 是 
此 扩张 及 其 一 个 提升 尔 数 4 确定 的 因子 组 ，[ 3/ 是 此 扩张 及 其 一 
个 提升 函数 A 确定 的 因子 组 ， 则 由 定理 29,2 及 Bi(G, A) 的 定 
义 知 

C 3+BiG, A)=C 3 +B(G, 4)， 


29.3 扩张 的 等 价 ， 解 扩张 问题 


定义 29.4 设 已 给 Abel 群 4 及 群 C， 并 设 4 已 按 某 种 方式 成 
为 左 ZG- 模 。 和 再 设 


0 一 >4C> 有 -cl 
2 B’ : 
0 AC EF’ o> CC 一 > (全 ) 


是 4 借助 0 的 两 个 扩张 ， 且 A 由 ( 甲 ) 确 定 的 左 ZG- 模 结构 及 4 
由 ( 乙 ) 确 定 的 左 ZG- 模 结构 都 与 原 给 的 一 致 . 
共存 在 群 同 态 映射 ”pg， 上 一 > 上 ' 使 下 图 交换 ， 
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,9 
0 44 Ce, E’ 人 G 一 > 
则 和 (利和 ( 乙 ) 等 价 。 
容易 知道 , 当 2 存 在 时 必 是 同 构 映射 。 又 易 知 扩张 的 等 价 是 
一 村 等 价 关 系 ， 
现在 我 们 给 出 扩张 (里 ) 和 ( 乙 ) 等 价 的 一 种 充分 必要 条 件 ， 即 
有 下 出 定理 。 
定理 29.3  〈 有 申 ) 和 (CC) 等 价 , 当 且 仅 当 ( 甲 ) 有 一 个 提升 蚊 煞 ， 
4《〈 一 ) 有 一 个 捉 升 国 数 ^ 使 ， 
[ ]+BG,4)=[ Y+ BG, A), 
这 里 5 JJ 及 C _ 3/ 分别 是 由 ( 甲 ) 及 2 确定 的 因子 组 和 由 ( 乙 ) 及 4/ 确 
定 的 因子 组 。 
证 设 ( 甲 ) 和 C 忆 ) 党 价 ， 则 有 交换 图 ， 


0O—> ACS>E LG > 


1] ?| yy 


ee LG Sl 


其 中 中 是 胜 同 态 映 射 ， 
命 4 是 ( 甲 ) 的 生 党 一 个 提升 函数 ， 则 
Cx, y=ACxX) + A(y) — ACx yy), 
王 命 4 =94， 则 易 知 如 是 (已) 的 一 个 提升 冰 数 ， 玲 
Cxs wy =A Cx) + hy) -Nx, y). 
因为 pa=a' 故 ax 中 )= [x，yj, 从 而 pg([x, yy))= 
Cx, Yj。 和 位 起 mx) = PAX HACY) — Axy)) = (x) + 
A Cy) -4 xy) = x, 7 0 = Kx YJ BrihLt 了 二 
B:(G, =[ 3 +B(G,A . 


“ 
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尺 乙 ， 设 ( 甲 ) 有 一 个 提升 图 数 4, ( 乙 ) 有 一 个 提升 函数 4/ 使 
EC I+BiG, A)=0 3 + BG, A). 

由 [5 2 一 2 EB(G, 4A) 知 有 了 映射 < ，;G 一 >A 满足 ; 

(1) <1»> = 0， 

(11) CX, YI— [x,y] =X(9 ~ (xy + x), 

从 

op: ££——>E/ 
G+ A(x) Ht—>at+ (x + A (x), 

刚 易 知 2 是 群 同 态 映射 ， 且 下 图 交换 ， 


0 Ca EF >0G—>1 


| ,1 


0 ACE hoG—1 


因此 ( 甲 ) 和 ( 乙 ) 等 价 。 

进一步 又 可 得 到 ( 甲 ) 与 ( 乙 ) 等 价 的 以 下 条 件 ， 

推论 29.1  《〈 甲 ) 和 ( 乙 ) 等 价 , 当 且 仅 当 对 于 由 ( 甲 ) 及 其 任何 
提升 函数 4 确定 的 因子 组 C ]， 以 及 由 ( 乙 ) 及 其 任何 提升 函数 入 
确定 的 因子 组 [ J/， 恒 有 

C J+B(G, A =0 3 + BG, A). 

证 充分 性 由 定理 29.3 即 得 .下 面 证 明 必 要 性 . 设 ( 甲 ) 和 
' 乙 ) 等 价 ， 并 设 4 及 1/ 分 别 是 ( 甲 ) 及 ( 乙 ) 的 任意 提升 的 数 ， 
【 3 及 [ 了 分 别 是 由 ( 甲 ) 及 4 和 由 ( 乙 ) 及 确定 的 因子 组 。 出 定 
理 29.3 知 ( 扯 ) 有 一 个 提升 函数 c，( 乙 ) 有 一 个 提 升 函数 oc’ ， 当 命 
( J 及 C 了 分 别 是 由 ( 甲 ) 及 c 和 由 ( 乙 ) 及 c/ 确定 的 因子 组 时 ， 
就 有 [ J] -CEBG 4. 从 而 由 [一 )-[ J€B:(G, 4) 
及 CL -EC 了 YEB2G A) NE -Et JEBG, A). 
”现在 我 们 来 解 扩张 问题 . 

设 已 给 Abel 群 4 及 群 G， 并 设 4 已 按 某 种 方式 成 为 左 ZG- 
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模 。 命 了 是 了 借助 G 的 所 有 扩张 〈 其 中 每 一 个 扩张 确定 的 4 的 无 
ZG- 模 结构 与 原 给 的 一 致 ) 作成 的 集 。 扩 张 的 等 价 是 了 的 一 个 
作价 关系 。 我们 用 e(G, 4) 表示 全 体 等 价 类 作成 的 集合 。 有 下 
而 定理 。 
定理 29.4 e(G, 4) 到 e(G, A) 有 一 个 双 身 ， 
证 当 KEcs(G, 4) 时 ， 任 取 等 价 类 下 中 一 个 扩张 ， 并 任 取 
此 扩张 的 一 个 提升 函数 ， 从 而 决定 了 一 个 因子 组 CE JJ。 这样 久 可 
得 到 e(G, 4) 的 一 个 元 素 [ 2+B?'(G, A)。 命 
p. Ee(G, A) —>e(G, A) 
Ky>t ]+B2CG,4) . 
首先 由 推论 29.1 知 P 是 映射 叉 由 el(G, 4) 及 因子 组 的 定 
义 知 PP 是 满 射 最后, 若 天 FF->[ J+Bi(G, A), Ky>C 了 
+ Bi(G, 4)， 而 有 [ J+B:(G, 人 4)=[ ) /+B*(G, A), 命 C ) 
是 由 扩张 三 及 其 一 提升 函数 4 确定 的 因子 组 ，5 3/ 是 由 扩张 5 太 
其 一 提升 函数 4 确定 的 因子 组 ， 则 由 推论 29.1 知 & 与 5' 等 价 。 
但 EEK,E/ E 开 7， 故 开 = 天 /， 故 2 是 双 射 . 


29.4 可 和 裂 打 张 


现在 我 们 来 讨论 一 种 重要 的 扩张 一 一 可 裂 扩 张 。 
定义 29.5 设 已 给 Abel 群 4 借助 群 C 的 一 个 扩张 


0 一 >4CZy> 上 二 0 一 >1 


若 存 在 群 同 态 映射 4，C 一 > 已 使 
p4=1e， 
则 称 此 扩张 是 可 雏 采 、 
容易 知道 ， 当 4 存在 时 必 是 单 射 。 
我 们 给 出 一 个 扩张 是 可 裂 扩张 的 几 种 充分 必要 条 件 ， 即 有 下 
面 三 个 定理 。 
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定理 29.5 扩张 0_> 41C2，F 上 0 1 可 裂 ， 


当 屿 仅 当 有 一 个 提升 函数 4，G 一 > 刁 是 群 同 态 忌 射 。 
证 这 丰 明 恋 时 。 


日 仅 当 忆 有 一 个 子 烙 C 满 足 
(i) C&G; 
(11) E= A+C’; 
(ii 4nC=0。 


ur 设 扩张 0 一 > A CO FE -和 v 一 >1! 可 型 ， 册 


有 提升 函数 4，C 一 > 是 群 同 态 耻 射 。 命 C = im4， 则 CC 是 己 的 
子 群 ， 且 因 ? 是 单 射 ， 故 C 兰 C。 

ee GE 五 时 ， 丰 上 唯 --- 的 CE4 及 xEG 使 e=a+HhGx) EA+C,， 
故 瓦 = 4+C. 又 当 eE4PnC 了 时 ， 由 acEL4 知 Bal) =1 由 aeEC 
知 有 EG 使 Ge=4(x)， 放 BA4(x)= 有 (a)=1， 但 4- 1, 故 <x=1。 
从 而 2=4(1) = 0。 因 此 4 C=0, 

有 反之 ， 设 有 一 个 子 群 C 满 足 Gi) 一 (iii)。 者 y Ekerplo， 
则 EANC， 从 而 y= 0。 所 以 Blo 是 单 射 。 而 当 x EG 时 ， 有 
e CE 使 Bl(e) =Y。 又 因为 已 = A+C, 帮 有 a EA,cEC 俩 e=ate 
因此 x=86(e)= 8(a) BClc)=B(lc)、， 所 以 Blo C 一 >G 是 
满 射 . 
= (10) 1，CG- 一 > 下 ， 则 易 知 84=1， 故 扩张 


0 一 4 -全 6 一 1 可 裂 


注 。 当 五 的 子 群 C 满 足 () 及 (人 6) 时 ， 称 瓦 是 .4 与 C 的 半 
直 积 。 
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定理 29.7 设 0 一 >4C2 Fr 1 是 Abel 


群 4 借 助 群 G 的 一 个 扩张 ， 于 是 此 扩张 确定 了 A 的 一 个 左 ZG- 模 
结构 。 命 

EF’={(a,x)|a€E A,x EG} 
并 定义 (a xX) + (6, y) = (a+ xb, xy), 


以 下 条 件 成 立 ， | 
(1) 上 /是 群 ， 
(ii) 存在 一 个 提升 函数 4，G 一 > 态 使 
0D， 卫 -一 > 已 / 
G+ A(X) E> (0, Xx) 
是 群 同 构 映射 2 1 
证 设 0 一 4 一 > 5 1 可 裂 则 


存在 提升 图 数 4，G 一 是 群 司 态 映 射 。 这 时 易 知 (ii) 中 的 gq 
名 双 射 且 9 保持 和 。 故 己 * 是 群 ，2 是 群 同 构 映 射 。 

反之 ， 设 (人 ，() 成 立 。 命 4，CG- 一 > 天 /是 xH> (0, x)， 
巾 包 知人 生 是 群 同 态 映 射 。 又 因为 当 xEG 时 ，p4(x) = (0,x) = 
MX 改 04= 和， 于 芷 4=0 1 机 ，G 一 > 上 是 群 间 态 上 映射， 所 以 


0 一 >4C2y 下 >。G 一 >1 可 烈 . 
。 设 已 给 Abel 群 4 及 群 G， 并 设 .4 已 按 某 种 方式 成 为 左 ZG- 
殴 。 再 设 


1 一 


- 
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是 4 异 助 G 的 两 个 扩张 ， 且 4 由 ( 申 ) 确定 的 左 ZG- 模 结 构 及 由 
( 乙 ) 确定 的 左 2G- 模 结 构 和 原 给 的 一 致 ， 我 们 证 明 下 面 
定理 ， 

定理 29.8 (1) 丰 ( 甲 ) 及 ( 乙 ) 虱 是 可 裂 扩张 ， 则 《 旦 ) 与 ( 忆 ) 
等 价 ， 

(ii)》 车 ( 甲 ) 与 ( 乙 ) 等 价 ， 则 当 其 中 一 个 是 可 型 扩张 时 ， 男 一 
个 也 是 可 裂 扩 张 ， 
nD 者 ( 甲 ) 及 其 一 个 提升 函数 4 确定 的 因子 组 [ ] 是 
2 (G, 4) 的 零 元 ， 则 ( 甲 ) 是 可 裂 扩 张 ， 

证 (1) 这 时 有 群 同 态 映射 4, G- 一 > 使 61 = 1。， 并 有 和 群 同 
态 上 映射 信 ，G 一 >EBE/ 使 81 =1。 于 是 命 p; 下 -一 > 万 是 
G+ A(xX) >a+ A4/(Cx) 有 时, 即 知 0 且 使 下 图 交换 . 


0—> ACl>E LG—>»!1 


中 中 ,yy 


0—> A CY BE G 一 >1 


故 ( 甲 ) 与 ( 乙 ) 等 价 。 
(ii) 这 时 有 和 群 同 态 映射 p， 匹 一 -> 互 / 使 下 图 交换 ， 


0 一 -> .4 CC F 一 一 > GO 一 > 1 
| 人 ,于 
n> AC EL Gl 
无 妨 设 ( 甲 ) 是 可 裂 扩 张 则 有 群 同 术 上 映射 4G 一 3 使 
BA = 于 是 命 人 =g4，G 一 >E' 时 ， 则 A 是 群 同 态 映 射 ， 且 
pp' 4 =1ao. 故 ( 乙 ) 是 可 型 扩 张 ， 
a 这 时 [x, yj] =0,，Yx,yE€G, 于 是 由 Cx, »] = A(C(x)+ 
4(7) 一 A(xy) 知 4Cxy) =ACx) +4(y)， 从 而 知 4 是 群 同 态 了 映 
射 。 故 ( 甲 ) 是 可 裂 扩 张 。 
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由 这 个 定理 中 的 (i 让) 知 和 4 借助 G 的 可 裂 扩 张 是 存在 的 。 百 
由 定理 中 的 及 (让) 知 4 借助 G 的 所 有 可 裂 扩 张 恰 组 成 一 个 等 价 
类 。 于 是 在 定理 29. 4 的 双 射 作用 下 ， 由 4 借助 G 的 所 有 可 裂 扩 张 
作成 的 等 价 类 与 群 e(G, 4) 的 零 元 相对 应 ， 由 此 立刻 得 到 下 面 

推论 29.2 设 已 给 Abel 群 4 及 群 G， 并 设 A4 已 按 某 种 注 式 成 
为 左 £G- 模 ， 则 4 借助 G 的 每 一 个 扩张 (其中 每 一 个 扩张 确定 的 
4 的 左 ZG- 模 结构 与 原 给 的 一 致 ， 都 可 裂 ， 当 且 仅 当 e(G, A4) 
一 0 。 

芭 后 ， 我 们 引入 内 导 子 的 概念 ， 

定义 29.6 设 已 给 Abel 群 4 及 群 G， 并 设 4 已 按 某 种 方式 成 
为 左 4C- 模 。 再 设 已 给 映射 

f: G—>A. 
各 存在 ao GE .A 使 
f(x)=xao -as, YXxEG, 

则 称 f 是 一 个 内 导 子 。 

易 知 内 叶子 必 是 导 子 ， 

G 到 4 的 所 有 内 导 子 作成 的 集 用 1,,(G, 4) 来 记 。 易 知 
1,.(G,A) 是 Der(G, A) 的 一 个 子 群 。 

再 记 

stab (G, A) = Der (G, AY /I,.(G, A) 

作为 本 而 的 结束 ， 我 们 给 出 stab (G, 4) = 0 时 的 两 个 有 意思 
的 结果 ， 即 有 下 面 两 个 定理 。 

定理 29.9 设 已 给 Abel 群 4 及 群 G， 并 设 4 已 按 某 种 方式 
成 为 左 ZG- 模 。 再 设 stab (G, A) = 0， 


若 0 A ho si 是 4 借助 G 的 一 个 可 


忽 扩 张 ， 且 4 由 此 扩张 所 确定 的 左 ZG- 模 结构 与 原 给 的 一 致 ， 
而 及 CC 起 上 的 两 个 子 群 ， 满 足 
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EFE=A+C, ANC=0; 

EF=A+C’, ANC’=0, 
则 C 与 C' 共 轿 ， 即 存在 a。€E 4 使 

C=ayt+C’ -qa,, 

证 首 驳 由 定理 29.6 的 证 明知 Bl1o，C 一 >G 是 群 同 构 映 射 ， 
4= (Blo) 1， G 一 >B 满足 B64=1o。 于 是 4 是 群 同 术 映射 ,又 是 
此 扩张 的 一 个 提升 函数 ， 且 im4 = C。 

同 理 ，4 = (B61o') 1 是 群 同 态 映射 , 又 是 此 扩张 的 一 个 提升 
函数 ， 且 imA’ = C7 

命 【 ] 是 所 给 扩张 及 4 确定 的 因子 组 ，[ }) 是 所 给 扩张 
及 4 确定 的 因子 组 ， 则 由 定理 29.2 知 ， 命 

h. G——>4 
XA (x) ~ A (Cx) 
时 ， 聊 有 h(1) =0,， 上 且 z 

Cx, YI 一 Kx YI =Xh(y) ~ h(xy) +th(x), Vx, y EG, 

但 [x, y=ACx) + ACy) -ACx wy) = 0, [x,y] = A (Cx) + 
4 (y) -A (xy) =0, 故 xh(y) ~h(xy)+h(x) =0， 从 而 h(x yy) 
= xh(y) +h(x), VX,y EG。 因 此 h€EDer(G, A). 

因为 stab(G, A)=0， 天 Der(G, A) =T,,(G, 4)。 所 以 
hEln(G, A)。 故 有 ao€EA 使 

h(x)=xao -ao, VYxEG., 

由 于 h(x) =4 (x) 一 4A(x), 炎 A (x) -ACx) =Xao 一 aa 从 而 
A(X) =ao-Xao+4 (x) =a0— (A (x) tao -MN (x)) + A (x) = a, 
+ 人 (Xx) 一 qo,y 放 im4= qot+im4? -oo。 因 此 C= Go 十 人 一 Qi， 

为 了 证 明 即 将 给 出 的 最 后 一 个 定理 , 我们 先 作 一 些 简单 论述 

设 共 是 域 ，G 是 群 ， 若 矿 及 4 是 左 开 G- - 模 ， 则 WV 及 4 当然 
动 地 成 为 左 天 - 模 ， 且 易 知 有 

(1) 对 于 xEG， fF EHomi Op, A), 定义 xf 是 

(xf) (Ww) =x ,fx iw), ywEW, 
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则 Homzx ( 矿 ,， 4 成 为 左 ZG- 模 。 
(ii) 设 fEHomz OV ,4), 则 jEHomzroO7，A) 当 且 仅 当 
x*f=f, vxEG, 
现在 我 们 来 证 明 最 后 一 个 定理 。 
定理 29.10 设 久 是 域 ，G 是 群 。 若 
stab (Gs, A) =0，Y 左 ZG- 模 A， 
财会 C 是 半 单 环 。 


证 ”只 要 证 明 每 一 个 左 天 G- 短 正 合 列 都 是 可 裂 的 。 为 此 ，” 
设 
一 > ( 甲 》 
A G- 短 正 合 列 . 
是 当 2 有 左 天 - 短 正 合 列 
0 一 >U 一 > 广 -> 了 覆 一 > 0， ( 乙 ) 
因为 域 是 半 单 环 ， 故 〈 乙 ) 可 烈 , 从 而 有 了 EHomz WV, 
使 


nf = ly。 
用 Homz 《IV , ~) 作用 (已), 得 到 正 合 列 . 


0 一 一 > Homz (1”,U) ->Hioma (Wy, V)—>Hpmh (Wy, W) 。 
易 和 weEW ,Gr (xf -1)) (Ww) =0. 枚 Are(xr -ff)=0. 
因此 xf -Ekerr, =im’i,. 
于 是 对 于 每 一 个 x EG， 有 唯一 的 g: ETomxr( 玉 ， 广 使 
is(g:) = Xf 一。 这样 就 得 到 映射 / 
on: GC——>Homzr (1 ,UU) 
Yih> gg. 
因为 一 方面 有 i (gs) =xyf -万 另 一 方面 又 有 is(xgr+ 
gz) 一 (x gr) + Sw gs) = Xi (gs) 十 3 (gs) =x yf 一 上 故 Xprt pge 
= gs 由 gg《xy) = 三 xgp(y) + p(x), 因 紫 有 
0 和 DerCG Homz (1, U)). 
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refi Tope i 


因为 stab (G, A) = 0, Y 左 ZG- 模 4A, 散 stab(G, Homzx (VV,U)) 
= 0， 因此 gp E17,,(G,; Homx (WV,U)), 从 而 有 hEHomzx (OV,U) 
使 

P(X) =xh-x, YYXECG， 

Hgs =xh-x, Vx EEG, | 

命 0= 了 -is(h) EHomx (WV, 六 )， 则 可 知 0 EHomzo WV， 
了 ) .事实 上 , 当 x ECG 时 ,加 (xp -月 = 和 (gs) =xf 一 了 ,从 而 xis (8) 
-和 (1 三 xj。 因此 >x，(F -和 (从 )= 了 -和 (从 , 即 Ye=o， 
YXxXEGC。 收 CEHomro( 太 ,三 ). 

取 后 ，xo= zf -is (有 ))=x(f -ih)=xnf=1w。 故 〈 甲 ) 
可 裂 。 因 此 到 G 是 半 章 环 。 
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30.1 群 G 的 上 同调 群 的 概念 


定义 30.1 “下 C 是 群 ，Z 是 平 几 左 ZG- 模 . 若 4 是 左 ZG- 
模 ， 则 Extso CZ, 人 叫做 群 G 的 系数 在 4 中 的 向 上 同调 群 ， 记 
- 作 志 "cy 4)， 
根据 函 子 Ext 的 性 质 立 刻 知 道 ， 对 于 任何 群 G， 当 <0 肝 ， 
乌有 
md =0，Y 左 ZG- 模 4 
因此 只 要 计算 5G, 4), Hi1(G, A), H?(G, 4),…. 
关于 有 "(G, A4)， 有 下 面 定理 ， 
定理 30.1 设 G 是 群 ， 则 
() 对 于 任何 左 ZG- 模 A， 恒 有 
HG, A) Hom, o(2, A) eA, 
(11) 右 4 是 平凡 左 ZG- 模 ， 则 
H'(G, A A. 
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证 (i) 因为 H'(G, A) = Ext',(Z, 4), 而 Ext's(Z, 4) 2 

Hom,4s(Z, A), 故 由 定理 27,4 知 
/ H'°(G, A) 守 Hom,o (2, A) A®, 

(i) 因为 当 4 是 平 几 左 ZG- 模 时 4 = 4 故此 了 时 H'(G， 
DA. : 

下 面 我 们 计算 五 "(G, 4 时 是 用 H"(G, 4A) = Extis(-,4) 
(Z). 因 此 关键 是 要 选取 平凡 左 ZG- 模 Z 的 一 个 适当 的 投射 分 
解 。 我 们 将 要 选用 的 不 是 Gruenberg 分 解 ， 而 是 另外 的 投身 
分 解 . 


30.2 平凡 左 ZG- 模 的 三 种 自由 分 解 : 齐 次 分 解 ， 未 正规 化 的 标 
准 分 解 及 正规 化 的 标准 分 解 
皮 已 给 和 群 0. 对 于 1n 宇 1， 命 : 
GY?=GxGx… XG， (nn 个 GG) 
对 于 nn 宇 0， 命 也 ,是 以 集 G'*? 为 基 的 自由 Abel 群 ( 即 自由 
人 <- 借 ) .然后 对 于 g EG， 定 义 
g(XoyXiy Kn) 一 (gxXoygX1 yg) 
则 易 知 了 成 为 左 ZG- 模 ， 并 可 知 按 这 种 方式 得 到 的 左 ZG- 民 
全 ,就 是 左 ZG 模 ZG， 因 此 PP, 是 自由 左 ZG- 模 ， 
我 们 耳 明 ， 当 n 宇 1 时 ， 卫 , 是 自由 无 ZG- 模 ， 
为 此 ， 命 
A,= {(1,X1, Xs) | x， CEG,i=1, 有 
因为 当 《20,21 ,21) EGG 时 恒 有 
20, 21 ,Zn) = Zo 1, 2 ' 21 Zo 2) 
友和 AA, 是 左 ZG- 借 了 ,的 一 个 生成 系 。 由 于 PP, 是 有 基 Ge+2 的 自由 
<- 柑 ， 疏 直接 验证 即 知 A, 中 任意 有 限 个 元 都 是 左 ZG- 线性 无 
关 的 。 因 此 A, 是 左 ZG- 模 ?, 的 基 。 从 而 了 ,是 自由 左 ZG- 模 . 
有 为 下、 是 以 G "+? 为 基 的 自由 Z- 模 ， 以 当 nn 之 1 时 ， 有 群 
辐 态 映射 
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摔 足 3, Xo X19 = 2 (—1)' (Xo Xs Kis sg Xn)s 其 中 


t=0 
导 x ,表示 缺 x,。 明 显 知 3, 是 左 ZG- 映 射 ， 
再 命 。 


2. Po——>Z 


人 1 .| 一 一 > me, 


其 中 Z 是 平凡 左 ZG- 横 ， 则 。 是 左 ZG- 上 映射 
我 们 证 明 ， 若 Z 是 平凡 堪 ZG- 模 ， 则 


.— >P, > P> PP, >Z ->0 ( 甲 ) 
事实 上 ， 因为 E91(X0s YI =E(X1~—X0) =0, 砍 有 
£91 = 0。 
又 ， 当 9 之 1 时 ， dOnt1 (Xo X 1 ‘Xn) 
台 十 1 入 
= 9.2 ,(~ 1)'(xo, XXX = 0， 
t=0 
帮 有 
9 nn+1 = 0) 


因此 首先 知道 〈 甲 ) 是 一 个 复 形 。 
其 次 ， 因 为 Z 是 有 基 { 1} 的 自由 2- 人 局， 故 有 群 园 态 映射 
3_1，Z 一 > 卫 ,=ZG 
满足 $8_1(1) = |。 
又 ， 当 1 之 0 时 ， 由 于 了 ,是 以 G022 为 基 的 自由 2- 模 ， 故 
有 群 同 态 映射 
S 《一 > 全 1 
满足 SCxoy xi…Xn) = (ly Xo X19 Xn) 
我 们 证 明 ， 
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83_1= 1 QiSo+ S_1€6= lp 
aissTS。 10s = 1r, (1 之 1), 
事实 上 ， 因 为 es_1(1) = e(1) =1， 故 有 
Es_1= 1, 
又 ， 因 为 妆 gEG 时 , (3180+ $_.18) (g) =O1S0(g) + 5 16 (gp) 
-9(1l,g) + s_1(1)=g-1t1=g， 芯 有 
z 318o 十 SS_I12= 1]1p。 
最 后 ， 因 为 当 (xo xb Xs) EG OTD， (9 4415 + Sn_19,) 
(Xos Xiy sg Xa) = (Xo XI … XX。)， 疏 有 
On+1Sa + S419 二 1， (1% 宇 1)，。 
现在 我 们 证 明 ， 
im2, = kere; ima,r1= kerd,, (n>1)., 
为 此 ， 设 EEkere, 则 =1s,(£) =9180 (6) +S_ie(C) = 
9150 (6) Eim9;,。 访 kere= 1im91, 
同样 ， 当 EEker9., (% 宇 1])， 则 5=1p (6) = 02,0150 (5) + 
S。ig(E) = Or15n (6) Eimari, 豆 kere, = ima,ri, 
这 样 ， 和 理由 于 明显 是 满 射 ， 疏 ( 甲 ) 是 正 合 列 ， 
于 是 〈 甲 ) 是 平凡 堪 CG- 模 的 一 个 自由 分 解 ， 
定义 30.2 《四 ) 岂 做 平凡 左 CG- 模 和 的 齐 次 分 解 。 
现在 研究 平凡 左 EG- 柳 二 的 第 二 种 自由 分 解 。 
设 已 给 群 C， 对 于 ?>>0， 命 Q. 是 以 
{CX Xa XIX EG, t= 1 1 
为 基 的 自由 左 ZG- 模 ， 
再 引进 一 个 符号 [ 2], 并 命 Qo 是 以 [ 这 一 个 元 系 为 基 的 
自由 左 ZCG- 模 。 于 是 可 视 Q = ZG= Po。 
对 于 *?>0， 因 为 上 ,是 有 基 {(xoxb…xs|xicGj 的 自由 
Z- 柄 ， 赦 有 群 同 态 映 射 
Th, Pp 一 > OQ. 


一 一 -一 
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ee 


rs(xoyxiy rs Xn) = XOLXT XIy XT XIXa 
且 易 知 z, 是 大 CCG- 占 射 ， 
因为 Q, 是 有 基 {[xb ,xjxEcG} 的 自由 左 ZG- 模 ， 帮 有 
左 ZG- 映 对 
: 0,: QQ. 一 人 > 人 。 
六 足 of[viy X= (1l, XXX2， XX 上 易 知 7,0,、= 1， 
ouTs= 1， 故 Tz,: 了 ,一 >Q. 是 左 CC- 同 构 哆 射 。 
同 样 可 知 存 在 左 ZG- 辐 构 上 映射 
to: PP——> CC 
让 是 
ro(X) =xX[ ]，VYxECGC。 
现在 对 于 ”>0， 命 
q=Te IansTr 
则 得 到 左 C- 喘 射 d.，Q,. 一 站 Q,.1。 
我 们 证 明 ， 
(1) di[xj=xL 一 [ J) 


(11) d ,LX 1, "sy Xs 一 XILX2， “NX 


十 >, (一 1) Kxi pyXi 1yXiXii Kites "sy Kn) 
一 1 


二 《一 1 xi Xi (1 之 2) 。 
事实 上 ， 
qifCx] =TogirT (XI = To9iOiCxX] = T0091(1, YX) 
= To(xX—1)=xt Jj-L J 

d [xi rs Xa = T1000n LX 1 Xn) 
=T,_190a (1, XX rs XXX 
= TiNX1g XIHX2 KIX NX,) 

_ (1,X1X,, Xe 十 … 

TY1XIXan Ty XIXa Xn) 


ee T。，。: (1 ， To MX 十 是 本 各 
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phere 
TE nm mm mre 


= Xi1LX2 Xt 


= X1[Xs, “NX 
入 一 1 


十 2》 (— 1) TX ey X19 XXst1s Kir2s 
Y 一 】 


0X 十 (一 1 CxXr yy Xi。 
于 是 特别 有 
di[xj=xL J~-[C ), VxEG; 
dLx, yj =XxXEVI -CxXyI+LX), VX,YEGS. 
dsLx, ,2 = xCy, 2 -Cxy, 2 + Ex, y2) 一 [xy 
YX 2 ECr， 


现在 再 命 e: Vo 一 < 一 -> 二 如 Hi, 即 >， MisY 一 一 > > Nis, : 
者 所 如 EU 
我 们 和 证明， 者 忆 是 平凡 左 ZG- 模 ， 则 


q di 本 
>> >2——>0 (CC.) 
闪 左 LG- 正 合 列 。 
当 实 上 ，edi[x]=e(xt J-5 J])=0,，YxEG， 故 


ed1=0 
又 ， 当 之 工时 ， 由 d .qd := T190411T711 知 
dd .1 = 0, 
故 首 先知 道 ( 乙 ) 是 复 形 ， 


因为 有 交换 图 . 
> Ps > 一 > P, 一 >Z 一 人 0 
中 中 
Q， “> QQ 一 >》Q 一 >Q" 一 > Z 一 人 > 
而 每 一 个 7 都 起 同 构 映射 ， 故 有 
HF)H.(Q), vn€Z., 
因为 是正 合 列 , 放 妃 .( 人 人 ) = 0，Yn&EZ, 从 而 HH,(Q) = 0， 
YrEZ， 因 此 《〈 乙 ) 是 正 合 列 。 
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定义 30.3 (已 ) 叫做 平凡 左 ZG- 模 Z 的 未 正规 化 的 标 礁 
分 解 。 
最 后 ， 我 们 来 呈 究 平凡 左 AG- 模 人 的 第 二 种 目 由 分 解 。 
设 忆 给 群 C。 对 于 "0， 命 B, 是 以 

{Ex sg Xa IsxiEGC = 1 1} 
为 其 的 自由 左 ZG- 借 ， 

再 命 Bo = Qo, 

若 xi xs。 中 至 少 有 一 个 是 G 的 里 位 元 1 则 规定 [xl 
xX，] 二 0, 当然 B, 的 基 中 并 不 包含 这 种 [x1,…, xX 

可 知 有 左 ZG -映射 

d,: B,—>B,.1 (nn 之 1) 


d .CX 1 6] 一 XICKCX29 “Xn 
1 


十 >, 《一 1) TX ey Xi XIX Xs42y 9 人] 
t=1 


十 《一 1) "Lx 1, ‘NX, 
我 们 证 明 ， 当 ZZ 是 平凡 左 ZG- 模 时 ， 


d» di £ 
> 一 > 一 > 也, 一 >Z- 一 > 0 (内 ) 


是 左 ZG- 正 合 列 ， 
事实 上 ， 和 以 前 一 样 ， 首 先 容易 证 明 ( 两 ) 是 复 形 。 又 ， 类 似 
地 可 知 有 左 G- 册 射 
S_1: LC—>B, 
满足 s.1(1) =[5 3 当 ?0 时， 有 左 ZG- 映 射 
Sa: B,—>B,,i 
满足 s.(xKxib…yxs]) 二 [x, X19"…，XaJ， 且 有 
eS.1= 1],; 
drisst+ Sa_ids=1s,» (n>0,， do=2), 


用 这 两 组 等 式 , 和 以 前 类 似 地 可 以 证 明 imd, = keres imd,= 
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kerd,_1，i 之 2。 故 (到 ) 是 正 合 列 ， 
定义 30.4 《内 ) 员 做 平 几 左 2G- 区 的 正规 化 的 慰 淮 分 
解 ， 也 了 par 分 解 ， 


30.3 Hidr, A) RH’:(G, A) 


关 丁 111(G, A)， 有 下 面 定理 ， 
定理 30.2 设 G 是 群 。 则 
(1) 对 于 任何 左 CC- 模 4， 恒 有 
Hi(G, A) stab (G, A), 
(ii) 容 A 是 平 几 左 ZG- 模 ， 则 有 
Hi(G, A) Hom(G, A4), 
证 (i) 取 平 凡 左 ZG- 模 z 的 未 正规 化 的 标准 分 解 


da d 
OQ, … ->Q,- 一 >Q， ‘>Q,—>Z —> 0 
于 是 有 复 形 


Homss(-, AQz: 0>Hom,o(Qo, A -> Homse(Q D> 
Hom, oe(Q;, A)—-… 
从 而 有 
Hi!(G, A) = kerds Jimd®* .， 
”为 了 得 到 Hi(G, A) < stab (G, A), 下 面 我 们 证 明 ker qz 到 
stab (cy 4) 有 一 个 群 同 态 满 射 ， 且 其 核 恰 是 imd? 。 
首先 据 前 面 所 述 知 / - 
ditxI=xt Jj-[L J), VxEG) 
dsLx, y] = x Cy] — xy + Cx), VX,yEG. 
当 f Ekerd2? 时 ， 对 于 x EG， 当 然 有 唯一 确定 的 f[xj€ 4 
因此 得 到 由 f 唯一 确定 的 映射 
f:, G—>4 
x | 一 > 三 [Cx]。 
因为 Ekerd* ， 改 Fad: = 0. 因 此 jas:cx, y] = 0， 从 而 x 了 Cy) 
-ftxyj+fCxj=0。 所 以 -了 (xy)=xf(y)+ 了 (x)。 于 是 
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f EDer(G, 人, 这样， 我 们 得 到 映射 
pp: kerd* —>Der(G, A) 
i>f 
且 多 知 ?是 群 同 态 单 射 
进一步 ， 我 们 证 明 p 是 满 射 。 为 此 ， 设 o EDer(G， A), 则 
因 Q1 是 有 基 {[x]|x EG} 的 自由 左 ZG- 模 ， 故 有 f EHom,。(Q，， 
4 满足 fCx]=o(x), Yx EG, 因 为 (d* a 
= XfLyI -fxy) + Frx] = xo(y) -olxy) + o(x)=0， 故 
a2? (f) =0.。 从 而 fEkerd* .而 (9 (f)) (x) = fCx]= yo, 故 
2 (/ ) =o, 因 此 89 是 满 壬 。 于 是 9 是 同 构 映射 . 
现在 命 p; Der(G, 4 -一 >Der(G, 4) /I,,(G, A) = stab (G, 
A) 是 自然 同 态 映射 ， 则 有 群 同 态 满 射 
pp: kerd®* ~—>stab (G, A) 
下 面 证 明 imd* = kerpg,， 
当 fjf EHom,o(Qo, 4 时 ， 命 a0=f([ ]) EL4， 则 对 任何 
xEC， 有 
((gar )(f)) (x) = (gy (fq)) (x) _ Far 
=f (xC ]-[5D])=xFC3) -fy) 
= Xaqo— Qo, 
因此 (gad? ) (六 ET.,(G, 四 .所 以 p(ypd* )(f)) =0, 从 而 
PPd? =0, 故 imd?* Ckerpg.， 
反之 ， 设 g Eker(pm), 则 | pp(g)=0。 因此 g(g) Ekerp= 
1..(G, -0， 故 有 aE4 使 g(g8)(x)=xao-a, vxEG, 
从 而 有 
gLXJ]J=X%ao 一 Go VxEG. 
因为 Co 是 有 基 [ J) 的 自由 左 ZG- 模 , 故 有 f EHom,。(Q,, 4) 
使 f(D)=a, 因 此 有 
(dy (fCxI=fdtxI=xf (0H) -f=xa -a VxE 
C. 改 d (J)=g。 从 而 gEimd* 。 因 此 imd* =Kker(op)、 
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到 此 就 证 明了 
Hi(G, A) 宇 stab (G, A). 
(ii) 当 -4 是 平凡 左 ZG- 模 时 ， 了 明显 知 1 ,4G, A) =0， 而 这 
时 Der(G, 4) = Hom(G, 4， 帮 有 


Hi(G, A) Hom (G, A). 
关于 瑟 *(G, 4), 有 下 面 定理 ， 
定理 30.3 设 G 是 群 ， 则 对 任何 左 ZG- 模 LA， 和 忆 有 
H’(G, A) se(G, -44) 。 
证 ” 取 平 凡 左 ZG- 模 Zz 的 正规 化 标 维 分 解 
b. DB, >B cp >Z— > 0 


于 是 有 复 形 
di* 
Hom ,oa 一 A)b. : 0—Hom,se (Bo, A) —>Hom,¢(Bi, A) 


2 Homso(Bs, A >... 
从 而 有 
H’(G, A) = kerd® /imd®* 
为 了 得 到 五 2(G, 加 兰 e(cC, 4) ,下面 我 们 证 明 kerd? 到 e (G， 
A) 有 一 个 群 同 态 满 射 ， 且 其 核 恰 是 ima? 。 | 
首先 据 前 面 所 述 知 
dotx, yj =xLyI -CxyI+tLxl, Vx,yEG; 
ds[x, y, 2 =xCy, 2 — (xy, 2 + Cx, y2] ~ Cx, yy), 
z YXy ys ZEG,. 
当 Ekerd* 时 ， 对 于 (x, y) EG xG， 当 然 有 唯一 确定 的 
ftx, y] EA， 因此 得 到 由 /唯一 确定 的 映射 / / 
f,., GxG——>A 
(Xx, y) —->f Cx, y], 
因为 fEkerd* ， 故 jas= 0。 因此 josCx, yz =0。 从 而 
xfr[y，z] 一 xy 2+FCx， yc 一 xy y=0。 故 有 
x fy, 2)— f xy, 2 + f(x,y2) -了 (xy)=0。 
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又 因为 [xy13= [1,%x]=0， 所 以 又 有 
fxs1)=0, fd,x)=0. 
因此 由 定理 29.1 知 f EZ?(G, 4). 于 是 得 到 映射 
om: kerd* — Z(G, A) 
ff, 
容易 验证 2 是 群 同 态 单 射 。 
进一步 ， 我 们 证 明 gq 是 满 射 。 为 此 ， 设 ogo€E2:(G, A)， 则 
0: GXG 一 >》A 满足 ， 
ox,1)=0(1,x)=0; 
XO(Yy, 2) ~ 0 (XYy, 2) +to(x, 2) 一 OCX ») = 0, 
因为 B, 是 有 基 {[x, yj)|1x，1 夺 EG} 的 自由 左 ZG- 模 ， 
效 有 ff EHomsa(Bs， 4 使 ffx, yj)=0o(x,y)，Y1 夺 Fx， ly 
EG. 又 因为 [lx]=[Cx，19=0， 改 xy，y]J=CGx2)，YYXyy 
< Cr， 
易 知 Cd (用 ) Cx yy =0. 吉 ds (有 ) =0. 从 而 Ekerds 、 
但 (gy(f)) 《x,y) = 了 Cx,y]=Glx,y)， 故 pg 嫩 ) =o， 因 此 pp 是 
满 射 。 于 是 p:， keray 一 >2Z2(G, A) 是 群 同 构 映 射 
现在 命 D，L2G 4 一 -> 2 7 52(G， 人 2(G， A) 是 
自然 同 坊 : 映 咽 ， 则 有 群 同 态 满 射 
po: kerd* —>e(G, A). 
完全 和 和 Hi(G, 4 的 情形 类 似 ， 可 以 证 明 imad* = kerpg， 
这 就 证 明了 
万 2(G, 4A) el(G, 4). 
定理 30. 3 具体 地 说 明了 群 的 扩张 理论 与 群 的 上 同调 理论 之 间 
的 密切 联系 。 


30.4 有限 群 的 上 同调 群 


本 自 指 出 有 限 习 的 上 同调 群 的 一 个 基本 性 所， 并 给 出 有 限 备 
环 群 的 上 同调 群 的 计算 公式 。 
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定理 30,4 ” 设 G 是 有 限 群 ， 其 阶 为 m， 则 当 n>0 时 ， 恒 有 
mH"*(G, 4) =0，vY 左 ZG- 模 A. 
证 取 平 凡 左 ZG- 模 Z 的 未 正规 化 的 标准 分 解 
Q, +00 > Qs— >Z—>0 
于 是 有 复 形 
0 >Hom,o (Qu A) >Homs (Qs, DD —> 
: Hom; 6 (Qs, A > 
从 而 有 
H*(G, A) = kerd*,,/imd,*, 
设 ft+imd,*EH"(G, A)， 其 中 fEkerdsi1:1。 下 面 证 明 
mf Eimqd* ， 从 而 就 有 m(f +imds ) =0. : 
设 
G= {Y= 1 392 Yn}s 
wn = 工时， 因为 Q, 是 有 基 C 3 的 自由 左 ZG- 模 ， 故 存在 
g € Hom:a (Qo, A) 福 足 . 


g(L J) = 于 Fo 


因为 f Ekerd? 9 故 fd, = 0， 因此 fds[x, yD =0， YXEG, 


1 


f= 1,…,m. 从 而 Sfdstx, yi =0, YXx EG, 但 fdstx, yl = 


‘= | 
xf[y] 一 f[xyij+ ftx)， 故 有 fc» - fix y+ 
mf [x)=0,. Fxg (tt ) ~gC D+mfCxI=0, Vx EG,. 
由 于 (dy Yg))CxJ= gditxI=xg (C )) -g(t ), vx EG, | 
故 (d? (g))CxI+mf[xI=0, VYxEG, 因此 mf =d* (~-g)E 
imd* . 
#9 之 1 时 ,因为 0,_1 是 有 基 人 [x4 px jx EEC) 的 自 
由 左 ZG- 模 ， 故 存在 g EHom,6o(Q,.1, A) 满足， z 
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Le | Ms 


gLX1i…Xa lj] 一 Sf Lx Xa Vi VX Xa ECG, 
i=1 
因为 f Ekerdsr1, 故 ja ii 一 0。 因 此 fd.rilx1, 9 9 


w=0, VY Xs “Xa EG, i 二 1， “+**, 1 从 而 >， Li "ys 


站 
ye ba 一 0， VY Xs "os EGCG. 但 是 
fdrriLX1s "Xn yi] = Xf LX, Xs yi] 


风 于 


+ 2 (一 1) [Xi X ;Xj "syn, Yi 


+ (—1)"ffx1, Xl XnYyi 十 (—1)""ifix,, “Xs 
下 有 


n—1 
Xig[Xo rs Xalt YC—)igLXy rs XIXirsy px] 


- tC—1)"gCXs sy Xai +t (— 1) "rimf x, X= 0. 
由 于 (qd (g)) [xi Xn 二 gd.CXi,…s 人 ,J]， 冉 此 可 知 
(ds (g))Cxiy Xt (—1)"*timf CCxi Xl= 0, 
KE mf =d» ((~1)"g) Eimd? ， 
-到 此 就 证 明了 m(f+imd* ) =0。 故 
_ mfi"(G, A) = 0., 
现在 议 z 
G= (x) = {x = 1 XXX 
是 x 生成 的 有 限 循环 群 ， 其 阶 为 
我 们 先 来 作 平 几 左 ZG- 模 Z 的 一 个 等 殊 的 自由 分 解 ， 为 此 ， 
合 : : 
D=x -1€2G, 
Nezli+x+x?++x*' i€ZG. 
再 全 
D. ZG—>ZG 


830 上 癌 调 群 . 427 


a> Da; 


N;: ZG— >2ZG 
CHF>Aa。 
因为 G 是 Abel 群 ， 故 ZG 是 交换 环 ， 从 而 易 知 DD 及 N 都 是 左 


ZG- 上 映射， 
我 们 证 明 ， 当 < 是 平 几 左 ZG- 模 时 ， 


D N D e 
-2G——> ZG———> ZG—> LG—> LZ——>0(C(T) 
是 左 ZG- 正 合 列 ， 其 中 eC > mx ) = jm 
i=0 i=0 


事实 上 ， 因 为 DD(x)=e(x't1-x')=0， 故 2D= 0. 
又 因为 DN = (xzx -DG+x+…+xe0=xs-1=0 ， 故 万 N=0. 
同 理 ，ND = 0。 因 此 首先 知 ( 丁 ) 是 复 形 。 

因为 kere = 7 是 环 ZG 的 增长 理想 , 它 是 有 基 C -1={tx-tb 
X 一 1 X ”1 一 1 的 自由 <- 模 。 因此 当 xEkers 了 肘 ， 可 设 


二 一 


人 = 2 mi (x' 一 1)， 从 而 有 


C= mo XX 二 tmx" 1 
命 B= -mxt+(-m-m)x t+ (1 1 
x*1€ZG， 则 易 知 D(C(B)=a， 因此 a=D(p) ESimDD， 
所 以 imD = kere, 


又， 车 4 = maxiEker 门 , 则 万 (oo) =0, 因 此 tno(x 一 1) 
下 . 


mx (X 一 1) + +mix' 1(x~1) =0。 于 是 mo= m1 = "= 
ms_1。 从 而 4= molN = N (mo1) Eim N. 故 im N = kerD. 类 
似 地 可 以 证 明 im 万 = kerNN。 | : 
这 就 证 明了 (本 ) 是 平 几 左 ZG- 模 Z 的 一 个 自由 分 解 。 
定理 30.5 设 G=(x) 是 x 生成 的 有 限 俑 环 和 群 ， 其 阶 为 &， 
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D, 入 的 意义 如 上 。 若 4 是 左 ZG- 模 ， 我 们 定义 
nA={a€ AlNa=0). 


则 有 
(1) HG, A) 过 A', 
(11) HG, A) yA/(DA), n>1; 
(1) fH"(G, A)A /NA), n>1, 
证 (i) 由 定理 30.1 即 得 。 
(11) 取 平 凡 左 ZG- 模 Zz 的 自由 分 解 
ZO 一 > ZG—> ZG—> ZG- 一 > Z 一 > 0 
于 是 有 复 形 
0—Hom,o(ZG, A) >Hom,, (ZG, A) 一 > 
Hom,o(2ZG, A) -一 > 
从 而 有 


H?"1(G, A) = kerN /im 万 "，1>>1 
目 先 ， 因 为 C 是 Abel 群 ， 故 ZG 是 交换 环 ， 从 而 易 知 nA 是 
左 CGC- 模 4 的 子 横 。 
为 了 得 到 HH" ICG， pe 下 面 证 明 x 到 
kerN"/imD" 有 一 个 群 同 坊 满 射 ， 且 其 核 怡 是 D4. 
当 aGEx4 时 ， 命 
fe.: L2G—->4 
C 产 >> Ca， 
则 匈 知 了 ,是 左 ZG- 映 射 , 又 因为 对 于 任何 <cEZG， CN. (f .)) Ca) 
= (fN) (a) =f.(Na) = (Na)a=a(Na) =0, 政 厅 (f. )=0, 
从 而 f。 EkerN”。 这样 就 得 到 一 个 映射 
po: A—S>kerN” 
a—>f。 
容易 验证 9 是 群 同 坊 单 射 。 
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进一步 可 以 证 明 p 是 满 射 。 为 此 ， 设 gEkerN 。 命 a = 
gcE4， 则 Na=Vg(U=g(CV) =(NW oo) =0. 因 此 ac 
nA。 而 f(a) =aa=ag (1)=g (0)，YaEZG， 故 f.=g， 所 
以 g 是 满 射 于 是 p，»A4 一 >kerN “是 群 同 构 映 射 。 

命 P， kerN "一 >kerN /im 万 是 自然 同 态 映 射 则 有 群 
问 志 满 射 

pg; ,4 一 ->kerN /imD”. 

若 GEkerop， 则 akEv4， 且 pp(a) =0. 由 a€EwA 有 Na 
= 0 .由 pp(o) =0, 有 f。EimD , 故 有 gEHom。(ZG, 4) 使 
f.= D' (g) =gD。 因为 g (DEL4, 而 (人 (l) =gD(D)， 故 a = 
f.(1) = gD(1) =g(D) = Dg(1) ED4。 因 此 kerpgDA. 

反之 ， 设 Da€EDA， 其 中 a€ A, 则 pp (Da) = po = fps+ 
imD*， 全 g=f。 EHom,o (ZG, A4) ， 则 对 任何 cEZG， 有 
(D™ (g)) (a) = (gD) (a) = g (Da) = f.(Da) = (Da)a= a(Da) 
= fos(q), 故 fos。= DD (g) Eim D”. 因此 pg (Da)=0。 于 是 DA 
Ckerpg,， 故 kerpy = DA. 


这 焉 证 明了 
Hi(G, 4 yA/DA, n>1, 
Gi) 仿 (让 i) 证 之 即 得 ， 


推论 30.1 设 G= (x) 是 x 生成 的 有 限 循 环 群 ， 共 阶 为 ，。 
若 4 是 平凡 左 ZG- 模 ， 则 有 

(i ) H°(G, A) 4, 

(ii) Hi(G, A.A={a€E Alka=0}, n>1, 

(iii) HH?"(G, A) 二 A/(RA), n>1. 

证 (i) 由 定理 30.1 即 得 ， 

(ii) 因为 4 是 平凡 左 ZG- 模 ， 故 当 a€ A 时 ，Da= (x -1)a 
=Xxa 一 G= 0。 因 此 DA=0， 所 以 有 

Hi(G, A 过 uA. 
又 因 汶 对 于 任何 a€ 4 有 Na= (1+Xx+'…+x*"!)a= Ra 
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泵 x 4 = :A, 因此 Hi(G, A) ,A, n>1., 
Qii) 因为 4 是 平凡 左 ZG- 模 ， 故 4 = 4， 而 刚才 已 证 明 
Na=RkRa, vaE€A,P NA=RA, 因 此 fH?*(G, A) A/(kA), 


nn 之 1.， 


第 十 章 谐 序 列 


同调 代数 的 基本 研究 对 象 除了 函 子 Hom,Q@，Ext 及 Tor 
以 外 ， 还 有 庶 序 列 。 在 前 面 九 童 中 我 们 已 经 研究 了 函 子 Hom， 
QC， 上 上 xt 及 Tor， 本 章 将 对 谱 序 列 进 行 研 究 。 

谱 序 列 是 由 拓扑 学 中 对 于 纤维 丛 的 研究 引起 的 ， 其 主要 应 用 
在 于 代数 拓扑 。 谱 序列 概念 的 代数 化 首先 是 Koszul 作出 的 。 本 . 
章 仅 对 谱 序列 作 纯 代数 的 讨论 。 


谱 序 列 的 概念 可 以 自然 地 由 正 合 偶 引 出 。 我 们 将 逐步 地 由 正 
合 偶 引出 谱 序 列 的 概念 . 
31.1 分 次 模 及 双 分 次 模 

定义 31.1 一 列 左 R- 模 MM = {My|p&EZ}) 了 做 一 个 堪 民 -分 
次 模 , 又 , 若 及 ={M,|pE2} 及 N={NslpEZ} 是 两 个 左 R- 
分 次 模 ,a 是 一 个 固定 的 整数 , 则 一 列 左 R- 上 映射 f= {fy:M ,一 > 
Ns4o|PpPEZ} 电 做 一 个 a 次 映射 ， 记 作 f.:M 一 > WN， 

例 31.1 设 已 给 一 个 左 尺 - 复 形 (C, d)。 车 不 考虑 微分 qd， 
则 C={tCjpEZ} 网 是 一 个 左 R- 分 次 模 , 左 民 - 链 上 映射 上 
(Cd) -一 > (Cd ) 是 C 到 C 的 0 次 映射 . 同 伦 映 时 5. (C, ad) 
一 >(C’,d’) 是 C 到 C 的 1 次 映射 ,微分 d 是 C 到 C 的 -1 次 映射， 

例 31.2 设 已 给 一 个 左 R- 复 形 (C, dq)， 则 可 得 到 一 列 同调 模 


二 -2 "二 ”可 
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HeO)={H,O| peZ}. 
于 是 卫 。(C) 是 一 个 左 R- 分 次 模 ， 
注 。 若 已 给 一 个 左 R- 分 次 模 C= {Cs|p EZ}， 则 至 少 可 以 
得 到 一 个 左 R- 复 形 
CC C， CC > ..， 
其 中 d=0，YbEZ， 它 叫做 有 有 堆 微 分 的 左 R- 复 形 。 
设 M,N,KK 是 三 个 左 -分 次 模 ，f:，M 一 >N 是 a 次 映 
时 ，g: N 一 > 人 是 6 次 鼎 射 。 合 
gf={(gf)s= gyefs: Mi—> Ko Ip EZ), 
则 立刻 看 出 gf，M 一 > 天 是 e+8 次 映射 。 
设 几 及 N 是 两 个 左 R- 分 次 模 ， 若 对 每 一 个 p EZ， NN ,都 是 
MM ， 的 子 模 ， 则 称 和 NN 是 必 的 一 个 分 次 子 模 ， 
老人 是 朵 的 分 次 子 模 ， 则 分 次 模 
M/N={(M/N),= M,/N,1pEZ) 
也 做 凡 对 太 的 分 次 商 模 .可知 p= {ps: 半 ,->M /Ns|pEZ} 是 
改 到 必 /N 的 0 次 上 映射， 其 中 ps 是 自然 同 态 映射 
议 及 ,NN 是 两 个 左 RR- 分 次 模 , 并 设 六 M 一 >N 是 a 次 映 
射 ， 则 
imf ={(imf),=imf,..|p&€Z) 
着 做 f 的 象 ， 
知 imf 是 入 的 分 次 子 模 ， 
同样 ， 
ker ={(kerf), = kerf,|pEZ) 
是 好 的 分 次 子 模 ， 它 叫做 了 的 核 。 
这 样 ， 当 已 给 序列 
/ 


M— >yN—>K, (I) 
其 中 上 是 a 次 映射 ，g 是 日 次 映射 ， 芳 满足 - 


imf 一 kerg, 
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hrs “HE “rp rr 


则 称 上 述 友 列 在 入 处 正 合 。 
和 入 人 ， 当 且 仪 当 对 于 每 一 个 p€ 2， 


M;, > 人 pte Ke, 


都 是 正 合 列 。 

定义 31.2 设 人 MM，N，KK 是 三 个 左 R- 分 次 模 ， 并 设 f,M 
—>/N, £: N—>Kk, h. -一 >M 分 3 sse 次 映射 。 各 
M 一 > N-e> 天 在 N 处 正 合 ， NS>K—>M 在 KK 处 正 合 


K.“>M->N 在 M 处 正 合 ， 则 称 图 


NA 
K 
在 每 一 个 顶点 处 正 合 ， 并 称 此 三 角形 是 正 合 的 。 


例 31.3 设 已 给 一 个 左 K- 链 映射 短 正 合 列 


0—>A />B sg>C- >0 


则 有 正 合 列 
—>H.,.(A) Hp (B) Ein2 (c) 一 "> 
HH,. (A) —>.… 


记 Ha(f) ={(H6(f)),.= H.C(f) lnE2}, 3= {2,1n EZ)},. 
则 易 知 有 正 合 三 角形 


H, (f) 
H.(4) yp, (B) 


六 A 


H,(C) 


4 第 -党 谱 序 殉 


-本 一 Ri -ea dw 


其 中 如 4 (f) 及 已 :Cg) 都 是 0 次 的 ,3 是 -1 次 的 。 
定义 31.3 一 和 集 左 - 模 M=iM,s| (p，9g) EZxZ} 曲 
做 一 个 左 刃 - 双 分 次 模 。 又 ， 看 只 及 N 是 两 个 左 人 - 双 分 次 模 ， 
(a, 5) 是 确定 的 整数 对 ， 则 一 集 左 A- 上 映射 了 = 一 
Virooril(pa)cEZxZ 肌 做 一 个 (G，5) 双 次 上 映射 ， 记 作 上 /， 
M—>N. 
设 M, N,K 是 三 个 左 R- 双 分 次 模 ff M 一 >N 是 
(a，45) 双 次 上 映射，g: NW 一 KK 是 (4，07) 双 次 上 映射 ， 命 
gf ={(gf) ps = grreorsfee: Mya—>ERK prote tro | 
(p,q) EZ x 2), 
则 立刻 看 出 gj，M 一 > 人 是 (a+a ,656+b') 双 次 鼎 射 ， 
设 MM 及 NW 是 两 个 左 上- 双 分 次 错 。 若 对 于 每 一 对 〈(b，9) E 
XL，Ns.r 和 莉 姜 诈 5, 的 了 于 模 ， 则 称 入 是 朵 的 一 个 双 分 次 子 模 。 
右 六 是 M 的 双 分 次 子 横 ， 则 双 分 次 模 
A hy ZT) 
也 做 好 对 六 的 双 分 次 商 模 。 命 pj,c， 有 六 ;1 一 >M yu/Nsr 是 自然 
同 态 喘 射 ， 则 p= (to (p,q) EZXxZ} 是 M 到 MI/N 的 00,0) 
~- 双 次 虑 射 。 
设 由 ,NN 是 两 个 左 R- - 双 分 次 杭 ， 北 设 f/: M 一 >N 是 (a， 
5 ) 双 次 足 射 ， 唱 
imf ={(imf),.s= im | (p, gq) EZ xZ} 
叫做 了 的 象 ， 可 知 /大 让 的 并 分 次 子 模 ， 
“同样 ， 
kerf = {Ckerf),s= kerfss| (po0) EZxZ) 
是 M 的 双 分 次 于 模 ， 它 叫做 了 的 核 。 
这 样 ， 当 已 给 序列 


MSN >K, C1) 
其 中 f 是 (a，6) 双 次 映射 ，g 是 a/ ，b 人 ) 双 次 映射 ， 若 满足 
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er re 一 


imf = kerg, 
风 称 于 述 序列 在 入 处 正 合 ， 
容易 知道 , ( 开 ) 在 入 处 正 合 ， 当 且 仅 当 对 于 每 一 对 (p，9) 
EZxLZ, 


fp, Br+a,g+b 
M,, 一 一 > 人 一 -一 > 人 


都 是 正 合 列 。 

定义 31.4 设 M,N,K 是 三 个 左 RR- 双 分 次 模 ， 并 设 六 
M—>N,，g:N—>K, hh K——>M 分 别 是 (a, a’)，(6， 5 ) 
及 (ese) 双 次 映射 , 荐 M 一 >N-> KK 在 N 处 正 合 , N 一 > 
KK 一 >M 在 上 KK 处 正 合 ，K 一 >M 一 ->N 在 村 处 正 合 ， 则 称 图 


B+a+o’, T+b+b’ 


/ 

人 

N 
IN 8 | 
K | 


在 每 一 个 顶点 处 正 合 ， 并 称 此 三 角形 是 正 合 的 。 


A 


31.2 正人 台 候 


定义 31.3 设 已 给 一 对 左 R- 双 分 次 模 D 及 上, 并 设 gc， 万 
一 > D，PB: D 一 > 及 yy 一 >D 分别 是 (aa )， (0 ) 
及 l(c，c’) 双 次 映射。 若 图 


容易 知道 , (D，E; aqg，B，y) 是 一 个 正 合 偶 ， 当 旦 仪 当 对 
于 每 一 对 (p, 9) EC<X<， 


PP 一 上 2 一 Up, « ppta,sti+a’ 
| > Lye ge ————* Dy ——> Dyra,ero Tr 


Egretodta ty — > 
都 是 正 合 列 。 
我 们 可 以 利用 函 子 来 作 正 合 候 ， 即 有 下 面 定理 。 
定理 31.1 设 已 给 两 个 加 法 共 变 函 子 
G. R-mod—>S-mod, 
F., S-mod—> R-mod, 
县 满足 ， : 
(i) 了 是 左 正 合 的 ， 
(Gi) 当 p 宇 1 了 时 ，(R"F)CG(E)) =0，Y 内 射 左 尺 - 模 达 ， 
若 4 是 左 尺 - 模 ， 我 们 到 定 4 的 一 个 内 射 分 解 


do 


£ dl 
7'0 2 ~ 
0— > A >E yy 


并 记 2'= kerG(d’), 
人 


(R?F) (CR'G) (A)), p>0Hgq=0 


Ep,s -| 
0 » 其 余 (pp, 9) ELAXZ, 


(RHFG)) CA), p= 一 1 县 9 之 1 
0 ， 此 余 (p; q) EZLxZ, 
则 存在 双 次 数 分 别 是 《-14，1，(1， 一 1) 及 (1，0) 的 双 次 喘 射 
0. D—> 六， 8b. 万 一 一 上 已 ， 人 7: EF—>D 使 (D, E ,0, P, y) 
是 一 个 正 合 侦 ， 也 即 有 正 合 三 角形 


(RF) LT), p00 HH gq=1; 
Ds,, 和 | 
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ie ee 


证 先 引 进 简化 记号 G”，A?，(FG)? 如 下 ， 
Gr= RG, FPF?= RF, (FG)= R°(FG). 
在 征明 本 定理 以 前 ， 我 们 对 分 析 一 下 应 怎样 证 明 。 
首先 ， 若 已 有 a，PB,，p 使 (D，E，a，P，y) 是 正 合 个 ， 
则 应 该 对 每 一 个 9 宇 0 都 有 一 个 正 合 列 
>E-ir—> Dorr—>D-, ,0 —> Eoer——> 
Dier— > Dos— >Eeri—> 
Dri—> D> E20 
根据 上 及 D 的 定义 ， 利用 刚刚 引入 的 简化 记号 ， 并 由 于 是 
左 正 合 的 ,从 而 与 自然 等 价 ， 这 诫 是 应 该 对 于 每 一 个 9 产 0 
都 有 一 个 正 合 列 
0 -一 > 站 1 一 人 (人 Cd 一 > 人 Gd)) 一 一 > 
下 0 一 > 人 LO 一 > 人 GD)) 一 人 (*) 


SFT Fr? Zt > FGA 一 >.… 
反 过 来 ,根据 DD 及 EE 的 定义 ， 明 显 知道 只 要 对 于 每 一 个 4 宇 0 
确 能 得 到 一 个 正 合 列 C*), 则 按 正 合 列 中 出 现 的 映射 来 定义 w， 
Pp 及 y 有 时， 定理 其 得 到 证 明 . 
为 了 对 于 每 一 个 8 之 0 得 到 正 合 列 (*), 我 们 考虑 4 的 已 给 
定 的 内 射 分 解 


0 -一 > A——>E' >: Fa > 
由 此 可 得 复 形 
Gd!i) 


0 一 >GUFo) -CCC GE!) LI GE: ) 一 > “. 
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于 是 有 


G'(A)= (RG) A) = kerG(d’)/imG(d'!). 
记 B'=imG(d'~!1)， 则 有 

G'(A)=2Z°/B', 
因此 有 短 正 合 列 


0-> Pr+l Cat q+ G1( A) >0 


其 中 pati 是 自然 同 态 映 映 ， 
由 定理 18.9， 并 由 于 f? 与 了 自然 等 价 ， 知 有 正 合 列 


0 一 > 已 (B2+) A F(ag+1) 
FGtiCA))—— > FICBITI)—— > PIC(Z tT!) ——> 


， FiCG ti 一 > (四 ) 


一 > 一 人 2 — >HF? (Gt TD) 一 >， 


可 以 看 到 ， 正 合 列 ( 甲 ) 已 接近 于 所 知 要 的 正 合 列 (，). 
为 了 得 到 所 需要 的 正 合 列 〈* ) ,我 们 要 将 ( 甲 ) 加 以 改造 。 
为 下 ， 考 虐 短 正 合 列 
G( d ®) 
0 7 ol F?)—> Bt! 一 


从 而 有 正 合 列 
F(u q ) 


0 一 > 天 (LT) 一 一 -> FC(GCE')) >F(BP't!)——> 
Fi(Z’ )—>Fi(G(E: ))—> PICB' tt) ey>... 


FlG(ad®)) 


o>)—> PG(E))— > PB'+t')—-> 
Fori(ZO)O—>PF GED)) > (Z) 
当 芳 虑 ( 乙 ) 中 已 写 出 的 最 后 四 项 时 ， 因 为 由 定理 所 给 的 条 件 
知 PF"CGAED))= FG(E')) =0 Yp>l, 故 有 PF "(B+') 
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er 


-+ 


衬 F ”i(Z!)，Y p 之 1。 因此 由 正 合 列 ( 甲 ) 得 到 正 合 列 


F(Ag+1) (Cn 
一 一 一 一 一 一 一: 一 一 一 


0—>F(B''+!) F(Ziti) 
FGA — > F(Z)— > Fi(F T+!) 
—>F1G tA))—>..... ( 鲁 )? 


>PTI OFFIZITT PIGTT CAO—> 


我 们 看 到 ， 正 合 列 ( 甲 与 所 需 的 正 合 列 (* ) 已 经 只 有 了 最 前 
面 网 项 不 相同 了 。 

为 了 由 (里 二 终 得 到 (*), 汐 虚 ( 乙 ) 中 最 前 面 的 五 项 ， 因 为 
由 定理 所 给 的 条 件 知 P1(G(E')) = 0， 故 有 正 合 列 


FGCED) VFBTt) >FICZ)— >0. 


命 hh=P 了 ODPGad), F(GCED))—>F(ZI+t!), 则 可 
人 唯一 地 补 成 交换 图 


FGCED)— >FGCE') 
FGCd | ,1 
FCOAg+s) 
FBt!)—————> 六 (Fax 


| | 
FiZ) SW = FZ'+) /imh 


| | 


0 0 


下 中 是 自然 同 态 上 映射 县 因 (hyy1) 是 单 射 ， 故 补 出 的 是 
单 射 。 
六 虑 (Zr) ?tt FCGrt1(A)), 因为 F (prsDh= 
) 一 一 一 一 > Par1 
Fop PF OIFGGD) Fo PG) = 0, AV mh 
ker or。 因此 可 唯一 地 补 成 交换 图 ， 
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FC ZH+1 )— he) Fr Gti( A), 


F( Zatt) | imh 


于 是 有 交换 图 ， 
FG(E) — >FG(E!) 
raGa(dr) h 
0—>F(B+!) -一 -下 (Dot 一 Ce 
| | 
0 一 一 > 1(Z 1 -> WV 一 一 一 一 一 
下 (GI+I4)) 一 > 已 2(07a1) 一 人 > ee ( 甲 ) 
上 
FGItICA))— > FIL)— > st ( 果 )w 


由 于 上 图 中 左 、 右 两 个 紧 列 都 是 正 合 列 ， 且 〈 甲 )/ 原 是 正 合 
列 ， 容 易 验 证 〈 申 )” 也 是 正 合 列 。 

现在 我 们 看 到 正 合 列 ( 甲 )* 与 所 需 的 正 合 列 (s) 只 相 
差 一 项 矿 。 下 面 我 们 证 明 ”玉兰 (FFG)e+t004). 由 于 于 = 忆 
(ZrDVimp (FG)'t'(A)= ker(FG(d’+'))/im(FG(d')), 
帮 只 要 证 明 FR(2Z!t1) 到 kerFPG(d'+!)/imFG(d!’) 有 一 个 同 
态 满 射 ， 且 其 核 恰 是 imh, 

因为 有 正 合 列 


0 一 一 ZL ct Gp)— op pT) 
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Ptr) FOE CC > 


FG(EST), 
因此 imF(u)= kerPG(d'+!). 命 06; ker FG(d’*')—>(ker 
FG(d'+'))/(imFG(d')) 是 自然 同 态 映 射 , 就 得 到 同 态 满 冉 

OF (uD F(Z — I kerF Gd+t))/ (mr G(d’)). 
由 序列 


G (ds) 
G(E?)———»OG(E I!), imC(4 penC lt ene Get 


0 一 一 > 下 (ZL+1) 


kh ieriderG ad’)= Gd’), 故 F(t)h FO) Fs) 
FG(d')=FG(ld)， 从 而 FnD (imh) =imFG(d')， 由 
于 有 (Urli) 是 单 射 ， 克 ker6P (pw) = imh。 这 就 证 明了 
WV (FG) T+!(A). 
这 样 ， 对 于 每 一 个 9 宇 0 确 可 得 到 一 个 正 合 列 (*)。 从 而 证 
是 了 定理 ， 
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我 们 将 在 本 节 中 给 出 庶 序 列 的 定义 ， 并 指出 可 以 用 正 合 侦 的 
导 来 偶 作 出 谱 序 列 。 
32.1 正 合 偶 (D,， Ey; oa, 请， ?) 的 导 来 侦 
设 已 给 一 个 正 合 合 (D, Lb, a, b, ?), 
(a, a’) 


D -一 一 -一 > 也 


ro NN A p’) 
E 


-一 
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蕉 中 a，B,， ?的 双 次 数 分 别 是 (a,， 4a’)，(6,， 868’) 及 l(c，c’)， 
我 们 根据 正 合 偶 (D, 中， 0, 8， 妨 来 作 一 个 正 合 惕 (DD， 
E’ oe, PF， y) 如 下 。 
先 命 
d'= py. 
因为 d!,,。 = (bP),¢ = Peroto Ver: 已: -一世 
议 d1: 上 一 > 上 的 双 次 数 是 (b+c,， 5’ + ce’)， 
又 因为 did!= (By)(By) = Bl(yB)»Y, 而 由 正 合 偶 的 起 义 易 知 
?0=0， 即 (8)， =0，Y(bao)EZxZ， 故 
did!= 0, 
于 是 (did! r,4 = ©， Eh d brotrestyiod b,o = 0 ¥ (p,q) & 
Z xZ. 因 此 对 于 每 一 个 (p,q) EZ xZ， 都 有 一 个 复 形 ; 


1 
| 
万 dp -preg +e') dr 
人 已， 一 一 一 > 


Egor te 
我 们 定义 是 
,= kerdy, ef/imd ys ro- Y (pg9) EZxZ., 
再 定义 D: 是 
DD: = imaa， 
于 征 有 
Dior=(imna)yr=imac sD, a, 
接着 ， 我 们 定义 :是 
Gp,0: Dis—> Dysarto 
X > Q(X), 
因此 有 2， DD 一 >D?， 其 双 次 数 是 (a,a’), 与 a 的 双 次 数 
相同 . 
髓 定义 户 是 
Br: De — > Eyota ty 


rm. 


= erd oo ois /imd ,seg oo 
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一 TI 


yF>B rw)+imd 。 oo oo) 
其 中 xE 门 ，。. 满足 cy 。 wx) = y， 
于 是 有 户 ，D? 一 >E’, 其 双 次 数 是 (6 一 a，6b’ -0 )， 
下 后 ， 我 们 定义 请 是 
pas ES so= kerds yimod yy yoyo 一 > 
Dro ere 
Xtimdy_eoroe t+) > Ve, X), 

于 是 有 YY": 上 一 了 了 D?， 其 双 次 数 是 (c，c ,与 y 的 双 次 数 
相同 ， 

下 面 证 明 (CD?，E?，Q?， 序 ，7y?) 是 一 个 正 合 偶 。 

我 们 先 证 明 (imc2),y， (kerp:)，，， 可知 这 就 是 要 证 明 
mxz -wweSker0 rr。 也 即 要 证 明 

Bass vv=0 VY (p,qg)EZxZ. 
方 此 ， 放 YE ore。 则 有 
Pro (XK) = Pea aX) +imd’, seo. 

{A 为 ED = 1mMQp._20,0_ 90 故 有 Ww 区 Ds .20 20 使 
X=Qp200-2a(W)。 由 于 ba=0， 故 (pc)， =0. 即 
Proap orao=0 因此 Biro (x) = 0。 所 以 PBsa?_, 1s 
= 0。 这 就 证 明了 (ima’),,S (kerp),,, 

同样 可 以 证明 (imp2) SC(ker?2)， (imy’) ,aS (kera’), ,. 

我 们 得 证 明 (kerc2rE(imy2)， 也 即 证 明 

kera? Scimy3 ,go V (p,q) EZxZ., 

为 此 , 设 xEkeras5s, 则 a3.s(x)=0, 从 而 cv(x)=0， 央 
此 x Eker care= (kera)y oe= (imy)ye = imyps_ ee. 让 有 
3 和 Pr 使 和 %=7o ev(Cy)， 

俱 定 x EDi.0= (ima), se = (kerg)，， _ kerp, , ‘9 虞 Ps, (YX) 
=0。 i prop ly)=0。 而 do=D ov: 故 
d ,se(y)=0。 因 此 y Ekerd,_,r_,, z 


于 是 ep) p(y im dy ) € 
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imy3 ww。 故 (kerc2)，sS(imy2) VY (p,q9) EZLXL, 

同样 可 以 证 明 (kerPB?) ,oC(ime?) so, (kery2)9S(CimO 
四 8 此 imea2=kerB，imp2 =ker?2，imy2=kera:*。 这 就 证 明了 
(D?，E?，a?，B?，y?*) 是 一 个 正 合 候 ， 

定义 32.1 正 合 偶 (D?,E?，Q3, 户 ，y*) 则 做 正 合 偶 (D， 
上 ，a，pbp，Y) 的 第 2 导 来 偶 。 

(CD?，E?，Q?， 户 ，y*) 的 第 2 导 来 偶 记 作 (D', 上 '; &， 
Pr，y3), 着 做 (D， 玉 ，a，B，Y) 的 第 3 导 来 偶 ， 等 等 

记 Di=D, Ei!= 慷 , ai=a,， Bi=p,y!1=yp, 并 称 (D， 
Fl; 0 月 7) 是 (D，E; ap ?7) 的 第 1 村 来 侦 ， 这 
样 , 对 于 每 一 个 正 整 数 r ,都 存在 正 合 偶 (D，E; a，pB，Y) 的 
第 r 导 来 偶 ， 且 知 (DY,EB't'， Qt1,pB't',y'1'!) 是 (CD 
已 a'，pB'"，y') 的 第 2 导 来 偶 。 又 , 若 9，PB,， ?的 双 次 数 分 
别 是 (aG，a )，(，D7) 及 (ec，c'), 则 易 知 有 

(i) Qa'，pB',y 的 双 次 数 分 别 是 (a,a/), (一 (r -1)a+b， 
-(r—l)a’+6’) 及 (c，c 

(0 d'=pB'y': 卫 一 > 已 -的 双 次 数 是 (一 (r-1)a+b+ 
c, — (rl)a’ +p +c’), Ha‘'d’ =0; 

(111) Es rs = kerds,s /imd so etot eo ttr De tb to) 


v (p,q)EZxXZ. 


32.2 谱 序 列 


定义 32.2 设 对 于 每 一 个 正 整数 + ， 都 已 给 定 了 一 个 双 分 次 
模 上 及 一 个 (a,，b,) 双 次 映射 4Q'，E' 一 -> 请"。 敬 满足 
(1) d'd’ =0; 
(ii) E'+! =kerd' /imd", 
则 称 序 列 {(E'，d')|r 宇 1} 是 一 个 谱 序 列 ， 
定义 中 的 条 件 Gi) 就 是 
F,’s=kerd,, 1/imd yy » VY (p,q9)EZLxZ, 
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由 此 可 网， 从 一 个 正 合 偶 (DD， 玉 ，a，B，Y) 出 发 ， 依 次 
作 其 第 1 ， 第 2 ， 第 3 ，… 导 来 偶 时 , 就 得 到 一 个 谱 序 列 {( 忆 7， 
d ')]|r 宇 1}。 这 个 谱 序 列 则 做 正 合 偶 (DD， 玉 ，a， BB，Y) 确定 
的 谱 序 列 。 

于 CBE',d')|r 宇 1} 是 一 个 谱 订 列 ，d" 的 双 次 数 是 《q,， 
b,) 时 ， 对 于 给 定 的 《pp，g) EZ xZ 及 正 整 数 + ， 将 复 形 


> Br ps SE > 
的 同调 模 kerd; , /imd' ，，， 记 成 日 i,s(E',d"), 并 记 H(E'， 
d= {HsEsd)|(p，g) EZxZ)， 则 定义 中 的 条 件 (ii) 
就 是 
Erti= H(E', qd'). 

为 了 对 谱 序 列 作 进一步 的 讨论 ， 我 们 引进 模 的 子 商 ， 分 次 模 
的 子 商 及 双 分 次 模 的 子 商 的 概念 . | 

设 已 给 左 A- 模 凡 。 大 有 子 横 7SEMH7 SM， 则 称 M/' /MY* 
是 MM 的 一 个 子 丙 . 

设 已 给 左 尺 - 分 次 模 M， 若 有 分 次 子 模 MEM7'SM， 则 称 
M'/M! 是 MM 的 一 个 子 商 . 

同样 ， 设 已 给 左 R- 双 分 次 模 代 . 全 有 双 分 次 于 模 ME 
CM， 则 称 M'/M 是 MM 的 一 个 子 商 . 

例 32.1 设 已 给 一 个 左 R- 复 形 (C， dd); 


CC 

由 于 ima ESkerdECy， 故 太 ,(C)=kerds/imdiy 是 Cs 
的 一 个 子 商 。 又 ， 玉 :(C) =kerd/ima 是 C 的 一 个 子 商 。 

寞 的 子 商 具有 “传递 性 ”, 即 ， 著 4 是 8 的 子 商 ，8 是 C 的 子 
机、， 则 可 视 .4 是 C 的 子 商 ， 事 实 上 ， 因 为 B 是 C 的 子 商 ， 故 有 子 
异 一 三 SC 使 有 =(C 71/C 又 因为 4 是 如 的 子 商 ， 故 有 子 模 
Y/C*SEX/CICB 使 4= (XJ/CI)/(Y JC’)X/JY， 其 中 YS 
各 SEC， 因此 可 视 4 是 C 的 子 商 ， 


现在 设 已 给 一 个 谱 序 列 {CE'，d')|r 宇 1}， 上 其 中 d'; EB' 一 > 
"的 双 次 数 是 (a,，6,) ,于 是 有 
Es,"s= kerds /imdy os,, rs, 9» V (pg EZXZ 
因为 imd?_ tokerds Ey， 其 局 是 忆 ; 的 子 
商 ，Y (p, 9) EZ xZ。， 册 此 , 或 由 已 1=kerar/imdr，imdarc 
kerd'E' 知 一 是 EE' 的 子 商 。 于 是 由 子 商 具 有 “传递 性 ? 知 
上 ,*"， 也 可 看 成 是 上 ;1，…， 上 上 5， 上 45.1 的 子 商 ，E'*'! 也 可 看 
成 是 上 1,…,E?， 上 1! 的 子 商 。 
记 Zt!= kerd’, B+i=ima’,， 则 | 
E't1= 2"+1/B't, 
因为 Et! 是 E' 的 子 商 ， 故 有 了 /B'SEX/B'SZVB" 使 
Zt/B'ti= Erti=(X/B)/(Y/B'), BEYCXSEZ'. 为 了 简 
化 讨论 ， 可 以 认为 Z'+1/B'*1= XX/Y,， 其 进一步 认为 Z''!=XX、 
B'+1=Y， 这样 就 有 B' 忆 B'rCZ't1icZ'， 从 而 有 : : 
0 SBECBEC.LCB'EBtHIC CILHECIEEE? 


于 是 可 以 命 


oe 6 
Ln ， 。 
Zs, = [1 2 ，， Bee = UB;,, 
Pf 2 Ff = 2 


并 命 
Er,s = L?,s /Br,s, 
再 命 


B= {E;,), 2°={27,), B*=(B;,), 
则 有 
| | 已 “= 2°/B*. 
我 们 称 双 分 次 模 " 是 庶 序 列 {CE'，d") 1+ 之 二 的 极限 项 。 
容易 看 出 ， 当 r 增 大 了 时 ，E' 确 “ 表 近 ” 极 限 项 瑞 =， 
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333 ” 滤 链 及 谱 序 列 的 收敛 性 


33.1 滤 链 


我 们 多 给 出 复 形 的 滤 链 及 分 次 模 的 滤 链 的 定义 。 
定义 9 这 已 给 一 个 磊 妇 - 复 形 


df 9 十 . 
-> Cs eC, 一 9, 、 


(.. ‘> Car 


入 {FrClpEZ)} 是 C 的 一 列子 复 形 ， 且 复 形 F"C 是 复 形 
"TC 人 六 复 形 

ETICSEEICSERIEICES…， 

出 称 (PClpEZ} 是 复 形 C 的 一 个 滤 链 。 

定义 33.2 设 已 给 一 个 左 民 - 分 次 模 开 ， 若 {F* 开 1b5EZ]} 是 
开 的 一 列 分 次 子 模 ， 且 分 次 模 "KK 是 分 次 模 F"t1K 的 分 次 
子 模 

CFPFrIK CFK CCF?tK CC.,. 
则 称 (FiK1pE2) 是 分 次 模 KK 的 一 个 滤 链 。 

我 们 在 本 段 中 要 完成 两 件 事 ， 一 是 证 明 利 用 一 个 复 形 及 其 一 
个 滤 链 可 以 确定 出 一 个 正 合 偶 ， 从 而 又 可 确定 出 一 个 谱 序 列 ; 二 
是 证 明 利 用 一 个 复 形 C 及 其 一 个 滤 链 可 以 确定 出 复 形 C 的 同调 分 
次 模 瑞 ,(C)={ 右 ,(C)1lnE2Z}) 的 一 个 滤 链 ， 即 有 下 面 两 个 

定理 33.1 设 C 是 一 个 左 尽 - 复 形 


dg+1 dg : 
C. ‘> Cori 一 一 > 人， 一 > 人 1 一 一 > 


并 设 {FrC15EZ} 是 C 的 一 个 滤 链 ， 则 存在 一 个 正 合 偶 〈D， 
及 《一 1，0)， 中 有 正 合 三 角形 
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证 先 简 记 : 
Fr= FFC, VpEZ 
为 了 作出 这 样 的 一 个 正 合 偶 ， 对 于 (p，g) EZxZ， 我 们 
定义 Ds.， 是 复 形 站 ?的 第 p+9q 同调 模 ， 即 定义 
站 ,= Hae?). 
这 样 我们 就 得 到 一 个 左 R- 双 分 次 模 D={D,s|(p, gq) EZ xZ}). 
对 于 《pp，9) EZ xZ， 我 们 定义 ,4 是 商 复 形 已 "FI 的 
第 p+9 同调 模 ， 即 定义 : 
Pyse=1, Fr/F?),， 
这 样 就 得 到 一 个 左 R- 双 分 次 模 EE= {Eys|(p, 4) EZx2Z). 
接着 ， 我 们 来 定义 Cc，p，? 
因为 对 于 每 一 个 p EZ 都 有 左 R- 短 正 合 列 


0 ,yn€Z 


"te ih ， 


0 —({Fr- J 一 公 一 
. (Fei 


因此 对 于 每 一 个 p EZ 都 有 一 个 左 尺 - 链 映射 短 正 合 列 
0—>Fi"i— >Fr—>F?/F:r"!— >0 
于 是 有 长 正 合 列 
> FM)—>HF)— >H,.(Fr/Fr-1)——> 
HP) > 


是 即 有 长 正 合 列 


8$33 ”小 链 及 庶 序 列 的 收 伐 性 449 


Cp=1, 9+!] 有 pe 六 和 人 pp--1.39 
“0 > ,i ari I 一 一 > ,1 一 F,, > 了 1， > 


D, 11 ——> 


其 中 的 Qypen，pPr,t，Ys.e 等 等 当然 是 已 知 有 的， 
于 是 得 到 双 次 数 分 别 是 (1, -1)，(0，0) 及 (-1，0) 的 
上 蝗 射 a; DD 一 > D, pb. D—>E, y: E—>D., 

由 上 面 最 后 一 个 长 正 合 列 知 (ima)rr=imar urri= 
kerf,s= (kerB), ss; (impb),s =imB,s, = kery,s= (kery)y a; 
(Iny)p.o = imYypre = ker a,s = (kera), 1。 故 有 ima = kerp,， 
imp=kery ，imy =kera。 这 样 就 得 到 了 满足 定理 要 求 的 正 会 

仿 (DD, E; a, pb, y). 
于 是 由 些 正 合 偶 又 可 得 到 一 个 谱 序 列 。 
定理 33.2 设 已 给 一 个 左 让 - 复 形 


da+i da 
3 GC, 一 > 人 (1 一 >， 


C: “>C gtrl 


扩 设 已 给 复 形 C 的 一 个 这 链 {ff?C|p€EZ}. 
仍 记 Ff?= 了 ?CC, VY pEZ,ia i = (FF?) Ty 
CCC YpEL， 对 于 每 一 个 pEL， 命 
GHsC))= {imH.,(iM)|n EZ)}. 
则 GHC))1pEZ} 是 分 次 模 瓦 。(C) 的 一 个 滤 链 . 
证 ”由 交换 图 
- 3 4) di : 
oA) 


.i 1 
| . 站 i 


玉昌 ds 是 dd 在 (F?)。 上 的 限制 ,可 知 i 是 复 形 FF? 到 复 形 C 
的 一 个 链 上 映射 ， 故 有 
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coho de ede [ee 


HG'®). HF’)—> H.C) 
+ imd im) +Timd = H+imdsr. 

因为 imH.(i”)SH.(C)， 因 此 对 于 每 一 个 p&Ez， 
G"(11。4C)) 是 分 次 模 末 ,(C) 的 分 次 子 模 。 

因为 do 也 是 do 在 (Fe 上 的 限制 ， 故 kerdw … 王 
kerd™’ MimH.Gr- CimH,G .FL GCC)) 
是 G” (这 a(C)) 的 分 次 子 模 . 因此 {G (及 (C0C))|p&EZ} 是 分 次 
模 六 。C) 的 -一 个 滤 链 ， 


33.2 分 次 模 的 有 界 滤 链 


为 了 研究 谤 序列 的 收 线 性 ， 我 们 引进 分 次 模 的 有 界 滤 链 的 
定义 33.3 设 K={K,|n€E2} 是 一 个 左 了 -分 次 模 , (F**K 
1pEZ} 是 天 的 一 个 泡 链 。 老 对 每 一 个 42EZ， 恒 存在 整数 y = 
s(n) 及 + =t(n) 使 得 / 
(FPF°K),.=8, (FPF'K),.=K,, 
则 称 滤 链 {FT?K 1pEZ} 是 有 界 的 ， 

当 AF?K |pEZ} 是 分 次 横 人 = 人 AnEZ 的 一 个 有 界 滤 
链 时 ， 由 定义 立刻 看 出 ， 对 于 每 一 个 EL 但 存 在 整数 $s = s(n) 
<<t=t(n) 使 得 z 

(FPF?K). =0, Y ps 
PR).= KEK,., YY pty 

0=FK) EFHK) EEF'K), = XK, 

又 易 知 ， 若 复 形 C 的 一 个 滤 链 {FClp EZ} 作为 分 次 模 C 
的 滤 链 是 有 界 的 ， 则 由 C 及 {FC|p EZ} 按 定理 33. 2 确定 的 分 
次 模 . 末 。(C) 的 让 链 {G*( 右 ,(C))1p EZ} 也 是 有 界 的 。 


33.3” 谱 序 列 的 收敛 性 
定义 33.4 设 {(E',d')|r 之 1} 是 一 个 左 R- 谱 序 列 ， 车 
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ln 


大 ={K InE€Z} 是 一 个 左 R- 分 次 模 ， 有 是 人 有 一 个 有 寞 滤 链 
{Q@?AK |p EZ} 使 得 
Es, (DR) / IIK) VC(p,9) EZXZ, 
则 称 谱 序列 {CE",Q')|r 宇 1} 收敛 于 分 次 模 K， 记 作 
>A (n= p+9q)., 


现在 我 们 给 出 关于 谱 .序列 的 收敛 性 的 一 个 定理 ， 
定理 33.3” 设 C 是 一 个 左 及- 复 形 ，{F'ClpEZ} 是 复 形 C 
的 一 个 有 界 滤 链 .再 设 {(E',d')|r 之 1} 是 C 及 {FClpEZ} 按 
定理 33.1 得 到 的 正 合 偶 所 确定 的 谈 序 列 。 则 有 
(i) 对 于 每 一 个 (p,9) EZ x Z, 存在 正 整 数 h =h(p, 9) 使 得 
hoes =b;,,s, Yr>h; 
(i1) Bs?> (HC)),.= HC), (n= p+g) 


-rT 


证 (G1) 因为 {C1ipEL} 有 界 ， 故 对 每 一 个 xEZ， 存 
在 整数 s(x)，t(%) 使 得 
(FC).=0, Yl<s(x)) 
(CPC).=C,, Yi HRX)。 
根据 定理 33.1 时 证 明 中 给 出 的 由 复 形 C 及 其 滤 链 {FClpE 
ZZ) 确定 正 合 偶 (DD,， 上 ， ca， Hp，7?7) 的 过 程 知 ， 对 于 任何 
户 E<， 有 
忆 pp= CFC/EIC)= HER?IC) /OF 
C)). 
(FI FIC) /FIC) .> 
POO ETIO FFC L/P TO) —> … 
因为 当 pt) 有 时 (FC),=C,=(F"1C),， 故 
<PO)/ CO IC) =0。 从 而 五.( CA IC)=0。 同 理 ， 当 
bp<3sOx%) 时 ， 也 有 总 :CC IC)=0。 因 此 对 于 任何 xEZ, 有 
Ey,»s=0, vp>tx); 
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一 一 一 


忆 =0，VYD< SCX)， 
因为 
oy = kerd, ,_s, /imd ,1, = 一 ?9 ima ,ss 
kerd!; 。y 二天，。，， 
故 当 p>t(x) 时 Es.s=0， 当 p<<s(x) 有 时 五 3 。，= 0， 
母 利 用 
bps n= kerds, oa/imd3oe as imd? ,s,s 
kerd? .sosEPss 
由 知 当 p 之 tC(x) 时 E55=0， 当 p<s(x) 时 EE;, ,=0. 
如 此 继续 下 去 ， 可 知 当 r 宇 1 时 ， 对 于 任何 x EZ， 有 
EF,»s =0, V p>t(x); 
Esss=0, Y ps(x), 


对 于 (p, q) EZx2, 记 p =p-r, x/-p’=g+r-1, 
则 当 r 宕 1 时， 有 E01= 忆 pw_p=0，Yp/ 过 s(x/)， 是 曲 
rr, 之 1| 寺 ， 有 


Ey,ars!1=0, vr>p+s(p+g— 1)., 
同样 ， 记 加 = p+r，x 人 一 p=g-r+1， 则 当 r>1 时 ， 有 
prerti= 上 Ep- =0,，YVp’ >t(x’)。 是 即 当 r 宇 1 有 时， 有 
Erprrsrti= 0, vr>i(p+q+1)-—p. 
因为 d’ 的 双 次 数 是 (一 r,r 一 1)， 故 dy (Er pa 已 ri 
因此 当 + 之 1 时 ， 有 
E';, =kerd', , yr>pt+s(pt+go—1). 
: 义 因 为 上 Fs,*s= ker ds /im dp4rr.rrts 0 imd’ ?+r,t r+1 
= di Eos). 性 可 认为 当 r 宇 1 上 时， 有 
bs rs=kerdss, Vr>t(ptqt+1)-p 
因此 当 r 宇 1 时 ， 有 
Ereo= Es Vr>max(p+s(pt+og— 1), t(p+qt+1) -pp)., 
于 古 立 刻 知 道 ， 存 在 正 整 数 h =h(p,g) 使 得 
Fo =E,,, Yr>h. 
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(11) 按 定理 33.2， 由 复 形 C 及 其 滤 链 {AClpE€Z} 确定 
谱 序列 {(E',d')|lr 之 1} 时 是 先 由 C 及 {FClpE2Z} 确定 出 正 
合 偶 (0, Es us p, y), 姥 正 全 三 角形 


0 下 
CAN An 0 ) 
1 | ~ 已 : ) 
其 中 D,e= HypeCF?C), Ese= Hor (HC) /FIC)), Gr.s, 
Br,s 人 太 y9,4 都 是 同调 映射 .然后 作 (DD， bb, 2 ;7) 的 第 r 导 来 偶 
(D'"， 上 '，a'，r，7'),+ 之 2， 就 得 到 谱 序 列 {(E dr 二 1)。 
于 是 由 正 合 偶 (D'"，E'，a'，B'"，7"), 即 正 合 三 角形 


(i, -1) 


pr >Dr 


Fr —Y, Yl1) 
¢ -1, 0) 入 A " 
EE’ 


知 对 于 每 一 个 (pp，9g) EZ xZ， 有 正 合 列 


| 
了 p+r—2,9—r 十 2 p+r—1,9—r 二 1 
Dopo._rt2 “tgrte 1,9-r 十 二 pr: -一 一 -~ 


已 0 二 和 万， 1,9 (用 ) 
按照 定理 33.2， 由 复 形 C 及 其 滤 链 {FClpEZ} 确定 了 分 
次 模 及 ,(C)〉 的 一 个 滤 链 {GH。(C))|pE2Z}。 因 为 {F!C 
1pEZ} 有 界 ， 故 {G”( 右 ,(C))|pEZ} 也 有 界 。 
参 劣 正 合 列 〈 甲 ), 容易 想到 只 要 证 明 对 于 充分 大 的 > ， 有 
Doers2r rts = (GG IH CC))) ,a, 
Dj, i = (GHe(CO))) ,s,s (Z) 
已 7 194 = 人 0 
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印 可 完成 定理 的 证 明 。 

因为 D:= ima， 
Gs.e(Ds.). 又 因为 Da = imas， 
IC5314_1=C5+eI( 2 1) =C3+a_IQCo (Drs). 如 下 继续 
下 去 即 得 


D’ = QT 
Pir—i,d—rii™ p+r—2,0—r++2 


一 Oy te, grt2 pti (ths PC)). 


故 DS,e.1 ~ (1ma) pyri,eLi 一 1 本 人 we 二 
夏 DS, os..2 一 (1me’) ,rs te， 二 


‘QC (Ds) 


sD 是 Ch 


根据 作 叶 来 偶 的 过 程 知 万 , :二 已 
2 … 都 是 cr 的 限制 。 因 此 有 


CpTr- 2 一 2 ‘Op L104 prr-2 rset TCD YY 
HA PC)——— > Ha Ft 1O), 
从 而 Dpr,ir_rii 一 1m (GQprr og ria Qotie_10e.4) 又 ， 按照 定理 
33. 2 中 给 出 的 记号 可 知 
Ca+r -29g_rt+2Cp ol 十 1D1Q ori ) = 人 % 十 imad yar : . 
因为 {F?C1pEZ} 有 界 ， 故 对 充分 大 的 ~， 有 
(Ci 二 Corryni 
CHT'IC) pss 一 (1 
. CF ?tIO),,,, 一 Ctrl 
于 十 Hoa Ft iC) 二 Hs,salC). 从 而 Gary garta Q (区 十 
1m dn ) 一 色 十 1 Q prarl, 但 是 H ,sr (1'?)) (x + imd yy),,, ) 一 
rimdyrerys BK ar asa = Horeli™).mimH, (in) 
= 《GA( 撕 (C)))s1x， 这 就 证 明了 对 于 充分 大 的 r， 有 
Dy 19 41 一 (G CHC))) rs, 


同 理 ， 对 王充 分 大 的 ~ ， 有 
万 9 一 (CGI ( 五 CC))) 


完全 和 刚才 一 样 地 进行 计算 ， 知 
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Dy = Qi Hr” CC)), 
同样 ， 由 于 (A?C1lpEZ} 是 有 界 和 的 ， 可 知 对 于 充分 大 的 r 
(这 时 由 于 户 是 圈定 的 , 故 户 -7 死 分 小 和 有 如 CC) =0。 
从 看 上 Di.1.s = 0， / 
到 此 我 们 证 明了 ( 乙 ) 确 成 立 。 又 , 根据 同调 喘 射 cy+，ae-vs 
pe 所 是 包含 映射 ， 散 由 正 合 列 ( 辕 ) 知 对 于 充分 大 的 r ， 有 
合 列 


( Go-1( He{ C))) pr C(tHA(C))) mE ~—r 0 


pte “9 


因此 对 于 充分 大 且 rr， 有 
FEF; =(G (HC /GTIH ,CO))) s,s. 
于 是 由 (1) 知 
E?., GHe CIOs/ GT HH CN) gee 
: vy (p,9) ELxZ., 
而 {GCH。(C))]pEZ) 有 界 , 故 有 
E;., —> (H.C)), = H,(C), (n= p+g), 
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实际 上 有 许多 谱 序 列 正 是 从 一 个 复 形 及 其 一 有 界 滤 链 得 到 
的 ， 在 庶 用 时 竺 往 又 涉及 一 种 畦 殊 的 复 形 ， 而 这 种 特殊 的 复 形 则 
是 从 双 复 形 得 到 的 。 
34.1 ” 双 复 形 及 双 复 形 的 总 复 形 的 概念 。 

定义 34.1 设 已 给 一 个 左 R- 双 分 次 模 M = {M,:}， 并 设 
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ad/ ，Mf 一 > 呆 ， 其 双 次 数 是 (1,0)， 

d”,. M—>M, 其 双 次 数 是 《0， 一 1)。 

d’d’ =0, d’d”=0, d’d”+d’”d’ = 0， 
这 里 (didy+adrd')sy=(didn)sy+(dqrd vy (p,q) 
CCLxZ， 则 称 CU ,ad dy) 是 一 个 左 R- 双 复 形 ， | 

我 们 对 双 复 形 定义 中 的 条 件 d'd’'=0 及 dd”=0 作 一 点 

解释 ， 
首先 将 MM5.: 放 在 平面 上 的 整 点 (p,q) 处， 于 是 得 到 图 ， 


| 
| 
NM <———NM,, < < 


dr"p,g 


人 
革 十 1， 有 一 ] 


“<€— My, Se < 一 一 -一 一 条 1 一 -… 


dr"p,g 


< 9 CK M,1,. . 二 Mes Ee 


d’d’=0 即 (door =0，Y(p,g) EZxZ， 也 有 即 
doidytrue1=0，Y(p,9)EZxZ. 故 d'd’=0 意 即 上 图 中 
每 一 横行 都 是 复 形 ， : : 

则 理 ，d”d* =0 意 即 上 图 中 每 一 竖 列 都 是 复 形 。 

已 给 一 -个 左 民 - 双 复 形 (M ， aq 7 ， a’”) 时 ， 我 们 可 以 作出 
一 个 特殊 的 左 尺 - 复 形 ， 记 作 Tot(M)， 

对 于 nn EZ， 命 

Tot(M),= 中 MI 
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、、 
*、 了 
by \ 
人 了 
所 
了 
™ ， 
™, 一 -一 一 一 Mf 
， ， 个 
Ml, pr 、 
» 妈 
*、 | \ 
名 *、 
~ N 
* 二 
* » 
*、 二 
“Moi ~*、 
Sa *、 
， St 


~ x+ty=n- 1 、 


2 Xp (pt+og = d's (xp.e) EM,.1s, d', oC(Xp 9) 
CM 如 上 图 ,我们 据 此 来 作 Tot(M). 到 TotCM),_1 的 一 
先 设 /4 ; 及 Ji 分 入 是 M.,; 到 由， M,s 有 入 庙 及 
以 ,到 MY,.; 的 投射 ， 其 中 i+ 了 =n、 然 后 命 
d ,= D> (As_ysd yp amp a tt Mp od ps sp 4), 


站 十 有 一 天 


我 们 证 明 , (Tot(M ),d) 臣 一 个 左下 - 复 形 . 


为 此 ， 设 hs(xi DE BD Ms， 其 中 xi;E Ms， 则 


1 二 jn 


a.( D_, hs(xe) ) = pp hseds re. ( > 和 xs ) 


i 中 了 = 代 多 十 于 二 内 i 二 jn 


+ hd ( DAs)) 


P+ 六 ?i+ 


一 》， /14 Qpr(CXyr) 


P+i+i™n 
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十 》 /rr_Id p(x) E ， Ch M ,1, 


PP 二 + 了- ta 


因此 gq, 是 Tot(M )。 到 4ot(M7 ) 1 的 映射 。 至 二 ad。 是 
左下 -映射 则 是 当然 的 ， 
又 ,由 d. = 2 (dyed pTa ett Ay sid ps rTs,4), 


Fn 


d .+ = >》 《4 5G pumijt Nijid' .i 1), 失利 用 qd 
=0，dard ri=0 及 didr+d id =0， 直接 将 d，, 及 
d.,， 相 乘 即 得 
dd =0. 
因此 〈Tot(M ),a) 是 一 个 左 尽 - 复 形 。 
定义 34.2 复 形 (Tot(M ),d) 叫做 双 复 形 (M, d’,， ad’)》 
了 的 总 复 形 . : 
根据 双 复 形 的 定义 ， 容 易 想 到 有 下 面 定理 . 
定理 34.1 (符号 引 理 ) 设 已 给 一 个 左 R- 双 分 次 模 M， 并 设 
已 给 : 
d’，M 一 ->M， 其 双 次 数 是 (一 1,0)， 
da”: M 一 >M， 其 双 次 数 是 (0, -1)， 
右 dad' =0，d*”*d*”=0， 且 有 交换 图 ， 


yd 


os <—— ,<— 


dr | d'"p, sg 
d p,q~1 


oe ,yi <———M, ,1<— 
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只 全 
Ar=(-1)*d， VCbg)EZXZ 
时 ，(M .dad' ,AZ) 是 一 个 双 复 形 ， 

证 A d” 的 双 次 数 = (0, 一 也. 又 ， 
目 (AAA7)r = A Are=(-1l) dei(—1)” d,s= 
CdYd?),。s=0 知 A*A”=0。 由 (ad’AY+A’d’),e =(-1)? 
(ds ds sd id =0 知 diA+Ad' =0. 故 (M,d’， 
A”) 是 双 复 形 . | : 

现在 我 们 给 出 双 复 形 及 双 复 形 的 总 复 形 的 一 些 例子 ， 

例 34.1 设 已 给 右 RR- 复 形 4=(4,，A’) 及 左 f- 复 形 
B= (B,A’), 


A’ 

.4 ， 一 > 4 一 一 >4， 人 号 4 1 一 一 六 
和 "9+1 

BB. 一 一 > 已， 一 一 一 > bb: 全 有， -一 > ，， 


NM = ArBs, Y (p,q9) EZXZ. 
并 定义 _d’,， M 一 >M 及 d”. MM 一 >M 是 
d,s = A M,—>M,.1s 
drs = -1)°100A, : My,—>M,11, 
则 d/ 的 双 次 数 是 《一 1,0), d” 的 双 次 数 是 (0, 一 1, 且 易 知 d’d’ 
= 0,d”d”=0,，d/’d”+qd”d/’ =0， 故 (MM,d/,d”) 是 一 个 双 复 形 . 
从 而 又 知 Tot(M ).= 由 ， A raB:, 


在 这 种 情形 ， 也 将 Tot CM 记 作 .4 的 aB, 则 做 右 R- 复 形 4 
二 太 R- 复 形 8 的 睹 量 积 ， 

例 34.2 设 已 给 石 K- 模 4 及 左 R- 模 B， 并 设 已 给 A 的 一 个 投 
外 分 解 《PP,A) 及 B 的 一 个 投射 分 解 〈“Q, A”). 则 有 复 形 (P,， 
4 及 (GeA7)， 于 是 按照 例 34.1 得 到 一 个 双 复 形 (M，da’， 

4 )。 易 知 有 
1fv=0， (bp<n0 或 q<0)， (I) 
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然 地 称 满 足 (I ) 的 双 复 形 是 第 一 象 纪 双 复 形 ， 
pat, 3 设 已 给 左 R- 模 4 及 刀 ， 交 设 已 给 4 的 一 个 投身 分 解 
(CP,A’) 及 B 的 一 个 内 射 分 解 ,A”)， 则 有 复 形 (puA) 必 
( 玉 a, A?) .我 们 来 作 一 个 双 复 形 (Ma ad) 如 下 : 
全 
M,:= Homs(P_ ,EE '), 
有 会 d= (CAD Ms 一 > My dy= (De 
“AMD)e le 一 > 则 易 知 CMM， 7 了) 是 个 双 复 让， 
又 易 知 有 
Me=0 (>0 或 9>0) CH) 
自然 地 称 满 足 (H) 的 双 复 形 是 沉 二 和 保 限 双 复 形 ， 


34,2 总 复 形 Tot( 驻 ) 的 第 一 滤 链 TFETot( 有 有) 及 第 二 滤 链 
iEFTot(M) 


设 已 给 一 个 左 有 R- 双 复 形 CM ay ,4 ), 则 有 有 总 旭 形 《TotOM)， 
d ) .观察 下 图 . 


区 二 了 三 并 


人 二 


可 知 对 于 pEZ， 当 nnEZ 时， 命 
(ITF?Tot(M)),= 志 7 


re IT Li- -一 一 rr 一 -eic rr， 一 站 rmi 有 -dr 有 rn 和 mr 一 rr 


a (Tot(OM D)) 一 >( LotCMM))。 
是 d, 在 CF ”Toti(M)), 上 的 限制 , 则 CF ”Tot(M)，d'”) 是 
(Tot(M), d) 的 子 复 形 ， 且 (FITot(OM)，de2) 是 
CTIA? LotCM),a'”) 的 子 复 形 。 因 此 z 
iFTot(M)= {IF Tot(M)|IpEZ} 
是 Tot(M) 的 一 个 滤 链 。 
定义 34.3 {TF?Tot(M) |pEZ} 叫做 双 复 形 MM 的 总 复 形 
Tot(M) 的 第 一 滤 链 ， 
同样 ， 命 
CF?Tot(M)), = © M.-1, 


并 命 d(CIF?Tot(M)) .一 > (TF?Tot(M)),_1 是 d, 的 限制 ， 
则 (IF?TotCM)), d'"”) 是 (Tot (M),，d) 的 子 复 形 ， 且 
(PariTot (MM) ,erD) 是 (IF?Tot(M)，d'”) 的 子 复 形 ， 
因此 
FTot(M)= {FTot(M) | peEZ) 

是 Tot(M) 时 一 个 着 链 。 

定义 34.4 {"F”Tot(M)|pEZ} 叫做 双 复 形 M 的 总 复 形 
Tot(M) 的 第 二 滤 链 ， 

现在 我 们 给 出 IFTot(M) 及 "FTot(M) 同时 为 有 界 的 一 
些 条 件 ， 即 有 下 面 两 个 定理 . 

定理 34.2 IFTot(M) 及 IEFTotCM ) 同 了 时 为 有 界 ， 当 且 仅 
当 对 于 每 一 个 nEZ，M ={Myprjp+9g=n} 中 只 有 有 限 个 
M, 1A0. | 

证 设 TFTot(M) 及 "FTot(M) 同 时 为 有 界 ; 则 对 于 nn E 
Z， 有 整数 8 =s/'(n) 使 (TF?Tot(M)),=0，Y ps 和 ss 。 因 北 
d) Mf ;i =0, 3 pp 三 s/ ,特别 ,有 © ,Mii=0, 所 以 4， =10， 


dp 


vps/ 。 同样 ， 有 整数 s =s (nmn) 使 GC"Tot(M)).=0， 
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vy 力 委 S ,因此 © Mi;=0, VDpb 雪 3 特别 ， 有 DM ,- ;j= 0, 让 
BM, =0， Vp2n-s’ ， 这 就 证 明了 {Mjp+9g= n} 中 上 
有 有 限 个 M0， | 

有 反之 ， 设 对 每 一 个 nE€2，(MGs|lpt+q=n} 中 只 有 有 限 个 
Ms,.: 关 0。 则 对 每 一 个 %EZ， 存 在 整数 8 = s(n) 及 s”=s”(n) 使 

Ms.ss=0， (p<s' 或 p 之 s’). 
因此 有 
(TE Tot(M)).,= 由 M,.-;= 0， 


CHTot(M)),.= 四 M,,.:= Tot(M),. 


汐 “Tot(M)〉 有 界 。 
同样 ， 有 
(IFTot(M)).= 由 Mi= 出 0， 


QF TotCM)),= 出 M 77= 中 M,-i;= Tot(M). 


收 Tot(CM) 也 有 界 ， 

定理 34.3 设 MM 是 第 一 象限 双 复 形 或 第 三 象限 双 复 形 ， 则 
1FPFTot(M) 及 YFTot(M) 都 有 界 ， 

证 ”因为 当 村 是 第 一 象限 双 复 形 或 第 三 象限 双 复 形 时 ， 明 显 
知道 对 于 每 一 个 n€2, Msgsjp+g=n} 中 只 在 有 限 个 朵 。* 尖 
0 。 改 由 刚才 的 定理 知 TFTotCM) 及 YFTot(M) 都 有 界 。 


34.3 当 及 是 第 一 或 第 三 象限 双 复 形 时 , 由 Tot CM) 和 'FTot(M) 
确定 的 谱 序列 {1E’} 及 由 Tot(M) 各 “FTot (MM) 确定 
的 证 序列 { 五"}。 

在 本 段 中 ， 双 复 形 (M,d’',d”*) 是 第 一 或 第 三 象限 双 复 形 ， 
我 们 要 寺 论 谱 序 列 {和 及 {EE'} 的 收敛 性 ， 并 确定 工地. 
‘hye, EsoR Es,.s. 

关于 {及 YE'} 的 收敛 性 ， 有 下 面 定理 ， 
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定理 34.4 (i) 对 本 每 一 个 《bo)EZxZ， 有 
分 大 的 7 
hy = "E's,s; Y 充分 大 的 r+。 

(1) hy > (He(Tot(M))). 

=Ji.(Tot(M)), (n= pi+q)s - 
FE, =—> (HTot(M))). 
= H,(Tot(M)), (n= p+ 9q), 

证 因为 M 是 第 一 或 第 三 象限 双 复 形 ， 故 由 定理 34.3 知 
“PTot(M) 及 "FTot(M) 都 是 有 界 的 。 于 是 由 定理 33. 3 知 本 
已 理 成 了 江 。 i 

为 了 确定 TE so， 我 们 先 用 OM,., qa) 表示 由 双 复 形 (MM， 
44，dY*) 的 第 P 列 所 作成 的 复 形 ， 并 将 此 复 形 的 第 9 同调 模 
《AM gs .) 记 作 5,e(M). 

天 于 "上 yg 有 下 面 定理 。 
定型 34.5 TE, so 之 H', eM). 
证 ”首先 我 们 知道 

iE, ,= Hy((IF?Tot(MIY AGE-ITotCM) ))， 
邯 虑 商 复 形 
PTot(MD/ Cot(W 7 o> 


CFTOotCM Osa/ (CTF?1Tot M)) sn > 
(CIF? TotCM)) ss/ (TE? Tot(M)) s+ — > 
GEFeTet(M)) (IFe-ITot(M)) > 
可 知 
1,s=kern/imeé, 
这 里 由 17.3 中 所 给 出 的 其 复 形 的 定义 知 
(0+ CIF TotCNM )) er1) 
=dpyori(a) + (PI ot )) ,es 
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n(bD+ IF ITotCAM ) ps) 
= air(D) + (IPTotCa7y )) sir, 
其 中 d= 》 (jd nij+ Nijid ?4937.1) 
因为 
(ITF?ITot(M)),. = (TPITot(M)) DBM, ,.s 
故 命 
0 (CTH? TotCM)) ACE ITotCM )) 一 > 
utv+i+liF iTot(M)),. >v 
时， 知 c, 是 同 构 上 映射 。 
容易 验 下 有 交换 图 ， 


CF?Tot CM se/ CF ITot( M)) ,0 > 


Op+9+! 


Fo ,4 十 1 


d 
人， 一 一 > 


->(IFeTot(if))， ,CIFa-iTot (CM)) 一 > 
CCp+g 


dp, 4 +1 ds, F 
MM, ——> 


-一 >(IFITot(M)) ,a /FTotCM)) ,Ls 
opt+aq-1 | 


d p,q 
—— >M ,4s-1 


因此 kern/imt 守 kerd' vimad ori， 所 以 
ih, HAM). 
为 了 确定 :2 我 们 驹 命 
3 万 MI)=kerdy /imd, yiir> 亲 ”MD) 
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= kerd’ /imad .re 
Zt+imd’, sit—> d's.s(2) +imd’,_1 er 
沁 易 4nar 是 左 开 -上 且 时 ， 且 25sarrfie= 0。 于 是 得 到 复 形 
HAM), 一 > Hira M) 一 于 和 >H'.r (M) 
SH LM)—>. 
这 就 是 说 ， 当 我 们 了 到 双 复 形 CM，d’,d*”) 的 每 一 列 所 作成 
的 复 形 的 第 9 同 湖 模 时 ， 所 有 这 些 第 a 间 调 席 连 同 所 定义 的 微分 
天 了 已 5， gy 有 下 面 定 理 ， 
定理 34.6 !E;, 二 HH,(H',(M)). 
证 ”考虑 复 形 
>Ih,rie ti, IE, ,一 > … 
这 里 di 上 一 > 上 的 构成 是 先 用 复 形 (Tot(M),d) 及 其 滤 链 
TotCM)》 作出 正 合 偶 《站 忆 然后 命中 一 Po， 
按 定 闵 ， 有 


ih? ,=kerd, /imd},,e 
根据 定理 34.5， 有 辣 构 映射 
Try Epa= kern/imé——> HM ) 
= kerd’, s/imd’, o41 
xX+imErm > Ore(X) + imcd2 osis 
可 以 验证 有 区 换 疼 ; 


dlp+i,9 dl1p， 4 
Th ,rg 一 一 > i 9 一 -一 >， 了 


开征 1 Tp,y 开交 


HM) SH MT 


CAI ) 


反比 kera rimaqy 1.s keres /im2p;1,9, 所 以 
i fH ( )), 
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注 ， 有 了 时 也 将 瑟 ,(H'M)) 记 成 五 (五 (MD))， 
为 了 确定 了 Est 及 5， 我们 先 引进 双 复 形 的 转 置 的 
概念 。 


到 困 给 > 一 


已, 给 个 双 呈 于 (My ,da 作 双 分 次 模 

SM = {CM)sl (p,q) EZ xZ), 
('M)po= Ms, VV(p,q), EZXZ 

再 命 A'p.s = d,s， Ar= dy 则 易 知 
('M, A’, A”) 

是 一 个 双 复 形 。 它 叫做 双 复 形 (M,a’,ad”) 的 转 置 。 

因为 

TotoM). = OD (CM) 由. Ms 


=Tot(M),, vnErZ 
旧 


>》 《441AneTee 十 hr ipAns 5 和 


Po 


2_ (hssds pT,s hy sd pNP) =d 


gt 
故 有 
(Tot('M), A)= (ot(M), qd). 
又 z 
(EF?Tot (M)),= PM,-ii= CM) 
= (FTot(M )),, 
故 有 


Tot(M) = IF TotCM). 


于 是 立刻 知道 天 于 IF 及 Fs 有 下 面 定理 


定理 34.7 “上 ,和 双 复 形 'M 的 第 了 列 复 形 的 第 9 同调 模 
同 构 ，?E 


,和 双 复 形 'M 的 各 列 复 形 的 第 9 同 调 模 作成 的 复 形 
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Ra 


的 第 了 同调 模 同 构 ， 
谱 序 列 [EE,: 或 (YE,} 出 做 第 一 或 第 三 象限 双 复 形 (M ,ad ， 
da") 的 通常 谱 厅 列 。 
设 {E') 是 第 一 或 第 三 象限 双 复 形 (MMM, dq',， qd”) 的 一 个 通 
常 半 序列 。 若 
FE:,=0, vg*0, 
则 称 {二} 衰退 . 
关于 衰退 的 通常 谱 序 列 ， 有 下 面 定 理 。 
定理 34.8 设 {EE'}) 是 第 一 或 第 三 象限 双 复 形 (M, a 
dd”) 的 一 个 衰退 的 通常 谱 序 列 ， 则 有 
(i) FE? , =Eis, vv(p,g) ELxZ; 
(ii) EE: oH,(Tot(M)), vncte. 
证 1) 次 先 有 
gd 太一 人 > rt 
7 之 2 时 , 册 为 9 及 gg+r-l 中 至 少 有 一 个 不 为 0， 故 
5s 及 上 swerr-i 中 至 少 有 一 个 为 0。 又 因为 当 r 宇 2 时 可 视 
忆 ,， 是 五 的 子 商 ， 下 rr 是 瑟 2 ol 的 子 商 ， 故 
总 1 用 下 ps- 中 至 少 有 一 个 为 0 .从 而 妾 7 宇 2 时 ， 有 
d»1=0, vv(p,g9) EZxZ. 
因此 kerds,s =Ese imdyprrerri=0。 所 以 ;1*} 
=kerd, so/imd pr r= Es,s, 这 样 束 得 到 
E* =F,, v (p,qg)EZLxZ. 
(ii) 我 们 只 对 1 是 第 -象限 双 复 形 且 无"= TE' 的 情形 进行 
正骨。 其 余人 情形 的 焉 明 完 全 类 似 。 | 
先 记 FTot(M)=!1FTotCM), 并 命 {G*H，(Tot(M))|pE 
ZZ} 是 复 形 Tot(M) 及 其 滤 链 Tot(M) 按 定理 33.2 确定 的 
TotC)) 的 滤 链 。 则 由 定理 33.3 及 定义 33.4 知 
ES, (GH (Tot(M))) ,eo/ (GH (Tot(M))),,,, 
v (p,q) ELxZ. 
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RE ie er | 


十 是 由 五 ?3 ，= 歼 3 得 到 
Es,,S(G"He(Tot(M))) /GIH (Totra n9 
vn€Et (I) 
可 以 证 明 . 
(GHa(Tot(M))), = H., (Tot(M )), YnEeZ, 
事实 上 ， 由 交换 图 ， 


— (FF" TotCM)) (pTot( MY)). | Fr"TotC MH)),. 


Wl | a i") | 2 | 


时 ' 


{TotCM)O) or ->(Tot(CM)) >( Tot( WM)) .>.. 
其 中 di" 是 d, 的 限制 ， 可 知 命 
o=H.(0"), HF"Tot(M))—>H,(Tot(M)) 
x+imd., [—>x+imd,,,, 
其 中 xEkerd"， 则 c 是 左 尺 -上 映射 ， 且 由 定义 知 
(CTot(M))) = imo, 
但 是 (F"Tot(M)),.= ® Mi= (Tot(M)),,. 


(FPF"Tot(M)),., = 由 M ii = (Tot(M))._i。 玖 d= d,. 


从 而 kerdw = kerd,。 因 此 o 是 满 射 。 故 有 
(G"He(TotCM))), = H,.(Tot(M)), vnEZ, (1) 
鲜 ， 个 难 证 明 ， 当 n <<0 时 ， 
(G"He(Tot(M))),=0, YhkEZ. 
专 实 上 ， 当 nn 之 0 时 ，(F"Tot(M)),= 四 Mis=0 


VYREZ。 故 CTot(CM)) = 0， VREZ. 内 此 根据 
GH。(Tot(M)) 的 定义 知 当 +1 过 0 时 ， 
(GC"H,(Tot(M)),=0, VREZL,. | 〈《 王 ) 
于 是 由 ( 王 ) 及 (I 工 ) 知 ，n 过 0 上 时， 三 := 0。 但 是 有 明显 知 ; 这 
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一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 
一 一 ee———————— ® 


nn<0 时 太 ,(Tot(CM))=0， 这 样 ， 我们 先 证 明了 当 n<0 
对， 有 


aa 


E: HH(Tot(M)). 
又 ， 由 (下 ) 及 (I 芽 ) 知 io 衬 (G" 玉 eC(Tot(M))o。。 故 由 (I)》 


pat 
E;: ,Ho(Tot(M )). 
最 后 ， 我 们 考虑 站 >0 的 情形 。 先 由 G3) 知 
(GH (Tot(M))),.= 0. 
又 由 (了 ) 知 有 : 
(G"He(Tot(M))).= HTot(M )). 
小 有 
0= (GH CTot(M))),. EG He Tot MD))) ,Se 
CGH eTotCM))).. 


从 而 得 到 一 批阅 模 : 
(GH CTotCM))) /CG IH ot ))),, 
(GIH(TotCM))) /GH (Tot(M))),, …, 
(GHae (TotCM))) /CG Hs (Tot(M))).. 
由 十 
Eo= E®*, (GH (TotCM))) a/ CCG elTotCM))) se 
故 这 批 商 模 依次 同 构 于 
Ei ,Eis Ey bio : 

由 EE?:.= Ei=…=EiL.=0 及 (G !'H (Tot(M))). 
=0， 立 即 推 出 (G"! 及 。(Tot(M))),.=0。 故 由 (I) 知 E:,。 
(G"Ha(Tot(M))),。 从 而 由 (I) 知 

E: HH.(Tot(M )). 


上 


34.4 应 用 举例 


作为 谱 滋 列 的 应 用 的 一 合 例子， 我 们 用 谱 订 列 的 理论 来 证 
明 ， 当 计算 Tors(A, 万 ) 时， 可 以 取 4 的 平坦 分 解 或 巨 的 平坦 
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设 已 给 石 R- 模 4 及 左 K- 模 BB， 埋设 


A’, 上 ”1 
Pp: “>P.—>P———>P—>A—>0 


及 
CQ : QQ SQ, >B—>0 
分 别 是 4 及 8 的 平坦 分 解 ， 


命 
M,, 一 PCoOanG，， 
dp. = A M,—>M,1s 
d5 ,=(- 17710A, M,—>M, 1. 
则 (M,ad/’,d”) 是 第 一 象限 双 复 形 ， 
我 们 半 来 计算 TE’;,,. 
为 此 , 先 取 双 复 形 MM 的 第 7 列 作成 的 复 形 


di 1 Ci， 9 
sr —— My ei———— >M; >NM; > 


印 复 形 

—>POQ > POHQ—> P,Q 一 >… 
将 此 复 形 的 第 9 同调 模 记 作 Xj;,. 

当 9 过 0 时 明显 知 六 ;,s = 0。 当 9g 之 0 时 ,由 于 Q@ 是 正 合 列 ， 
且 三; 正 合 ， 站 也 有 和 XX;¢1= 0, Mg= 0 时 ， 由 正 合 列 Qi 
CU 一 万 一 0 知 有 正 合 列 P;@Qi 习 PQ 一 PB>0， 故 
A 人 ;0B. 因此 
0 ， (9 和 0) 
FB, (gqg=0) 

因为 可 视 TE?,4 是 Ej;q 的 子 商 ， 故 先 有 

ih? ,= 0, vg 0. 

所 以 {TE'} 是 邮 的 一 个 衰退 的 通常 谱 序 列 。 


ih, ‘| 
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现在 考虑 由 各 列 复 形 的 第 0 同调 模 作成 的 复 形 
Xi > 
要 确定 它 的 第 p 同调 绕 。 出 Xi ,之 PB 可 知 此 复 形 的 第 p 同 
“PP,,@®B—>PWB—>P,.,WB>. 
的 第 同调 模 及,(P 站 ,的 B〉 同 构 。 于 是 我 们 得 到 
i | 0 ， 《9g 关 0) 
,P,QB), (q=0) 
日 定理 34.8 知 
EF: , HTot(M)), yn€Z. 
信 此 有 
末 ,(P,QB)s 关 厅 ,(TotU))，VnEZ， 
辣 举 可 以 得 到 
(9 和 关 0) 


‘bps ~| 和 
Hy (CACMs), (9 = 0 ) 


因此 妆 
H.C ACOQs) SEH, (Tot(M )), ynEeL. 
于 征 得 到 


五 , (六 ,多 有 ) 宕 万 (040Qas)， 
而 这 就 是 说 ， 当 计算 Tors(d B) 时 可 以 取 .4 的 平坦 分 解 或 B 的 
平坦 分 解 ， 
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由 拓扑 学 中 的 Eileaberg-Zilber 定理 自然 地 提出 一 个 问 
题 ， 已 知 右 尺 - 复 形 .4 的 同调 模 及 左 尺 - 复 形 C 的 同调 模 时 ， 求 复 
彤 4G@C 的 同调 模 。 著 名 的 Kiinneth 公式 给 出 了 这 个 问题 的 解 
答 〈 当 对 环 尺 及 复 形 4 附加 基 些 条 件 时 ). 
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35.1 准备 知识 
设 已 给 右 及 - 模 .4 及 太 及 -映射 三 一 > 站 , 并 视 Tor (4， 
NX)= Torf(—-, X)(A), Torr (A,Y)= Tors(—,7)(4)。 命 
di 


PP. pp, SP >A > 0 
征 妈 的 选 定 的 投射 分 解 ， 则 
Tort(A, X)= H.CP,OX), Tors(A,Y)= FCP 0 ). 


六 下 旺 知 有 有 交换 图 ， 


‘20 1 di1CO1 
PO OL POX HOSP OY >o 
1@a\ 1@a | 1@a , 
d ,091 d1601 


> 一 > 一 一 一 忆 C7Y 一 > 0 


放 佣 (160c).= lrc 7 NnEZ 时 ， 1a 是 复 形 POA 到 复 形 
PQ9Y 的 一 个 链 且 射 。 我 们 记 
Qs 4 = Hl10a) 
有 下 面 2| 理 . 
引 理 35.1 设 已 给 布 R- 短 正 合 列 


8 
0 一 一 A—> 六 一 > 人 一 人 > 0， 


《之 
并 设 已 给 左 民 - 映 射 式 一 > 了 上 上， 则 有 交换 图 


Torif 一 ， xX)(f) 
下 Or 4 大) 一 一 一 一 > 个 or2( 有,X) 一 > Tor: (人 ， 气 ) 


C1 ,4 | Ci | Ml,e | 


Tori(—, Y)(f) 
“Torr(A,Y)————> Tor?(B,Y)—>Tor?(C,Y) 


一 > AOY ~—>. 
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pe le 一 , ___... 


目 蕉 中 下 、 下 图 行 珍 是 也 合 列 ， 
证 先 由 定理 22.3/ 条 加 中 上 上、 下 两 行 都 是 正 合 列 。 又 由 
Tora( 一 , 针 ) (了 )，Qw 等 的 定 义 音 接 验 证 之 即 知 上 图 是 交换 冬 ， 
徐 门 引 和 一 个 采信 Tors (A,C) 如 下 ， 其 中 A 及 C 是 复 形 ， 
议 己 给 有 有 R- 复 形 


A p+ A : 
A, -A+ > 4 > 
及 大 R- 复 形 一 > 
A \ 
-: | -了 -> a —>C ,i —> " 


并 设 已 茹 - 个 早 数 有 > 


Af, ,= Tors(/,,C,), 
站 z 
P's.e = Tors(— ,Co) (A,). 1M 一 > ,es 
Pp, ggrs py A .Nf ,> ,, ,1, 
其 中 Ai 的 意义 见 引 理 35.1 前 而 一 眉 所 述 ， 则 由 引 理 35.1 和 名 
公所! 纪 . 


县 由 AsA = 0 及 AAA = 0 知 
DO07 = 0， DVD0= 0。， 
二 是 凡 据 定理 34.1 (符号 引 理 ) 就 得 到 一 个 双 复 形 CM ,ay/， 
qd”)， 这 个 观 贫 形 的 总 复 形 Tot CM) 用 Tors* (4 C) 来 表示 。 
我 伺 证 盟 下 面 三 个 中 下 
5| 理 35.2 w 冲 给 一介 六 -只 -引号 身 短 正 合 列 
0 一 > 4 一 全 于 一 > 一 > 0,， 


网 寺 攻 全 下 及 - 复 形 C， 有 链 映射 正 备 到 
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“Torf(A’,C)-»Tort(A,C)—~Torr (A’”, C) 
AWC-> ADC-—> 4’OC— 0， 
证 首先 对 于 每 一 个 pEZ， 有 可 R- 短 正 合 列 
0—>A,—> A,—> A,——> 0. 
故 据 引 理 35.1 知 有 交换 图 ， 
‘>Tors(A,, Cs) ~—>Tor® (A,, Cs)—> Tor?( A,, *C,) 


Or (A.,, CL.) Tor®s (A,, C...)—> Tor*( A', C ,1) 
> AC AWCrA,C>0 


| 
' J, 
> A,C > AMC > ADC, .0 
且 其 中 上 、 下 两 行 都 是 正 合 列 。 于 是 又 可 得 到 交换 图 : 
> Ct TorilA,Co)— DB Torr( 4 Cr) 


因 十 站 二 | Py=n 


“> DD Tors CAs Co Ge Tor (A,, Cn) 


?十 9=m 一 1 十 nm， 


一 知 . (+ /AO Cor. 


P+a=n 


— (十 ) 4GDC->，… 


p+ 和 no) 
其 中 上 ,下 两 行 都 是 正 合 列 . 
记 CM i) ,= Tors(A,, Cs), (Mos)s 40= Tors (A,, C,), 
(Mo). = Tors (A,, Co), 并 i N= A, OC, Ny ,= AOCs 
Ar=-4@C， 则 上 面 的 交换 图 就 是 
"~—>Tot(M.,,).— > Tot(M.(),).——> Tot(N’).— 


“~> Tot(M.,,),,—> TotCM. -> 个 ot(NV/ ) 。。 ~ 


汉中 上 、 下 两 行 都 是 正 合 列 。 
因此 有 链 喘 射 正 合 列 
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‘> Tor™(A’,C)—»Tor?*(A, C)—»Tor( A’”,C)—»A! CC-> 
AOC™>A’WC> 0. 
引 理 35.3 设 已 给 一 个 石 -平井 复 形 
: d+ , d 


A. -4 一 ->4 一 一 >4 一 
《 即 其 中 每 一 个 4; 都 是 平坦 丰 KR- 模 )， 关 设 

d.=0, YnE€Z, 
则 对 任何 左 f- 复 形 


C, CC,,,— >C, 
视 分 次 模 厅 。(C) 是 有 0 微分 的 旦 形 时 ， 有 
H(AC) AOH, (C)),, 

证 命 M,s= A,6OC1, d,s =d001l: MM, 1.——>M ,.,,¢, 
dy=(-1)IIOA 村 ,一 用;,,-;， 则 由 例 34.1 知 有 双 复 


形 (M，d’,d")。 从 而 得 到 复 形 (TotCM),d), 其 中 dg， = 2 
Cydyons eth dr， 因为 d,=0，vYnEZ, 故 
ds.s=0。 因 此 d .= 2 和 ,2 dy anes 1，，， 
((- 1) "1A ns. 
于 是 有 
H.(A®C) = H,.(Tot(M)) = ker d./im d+, 


命 Ns:,s= AOH (CC), 
(CAC He (C)) ,= Tot(N).= 由 N,,¢ = 由 (A HC)). 


六 此 就 是 要 证 明 中 《4 的 时 CD)) ~ kerd,/imd 。 ，， 
为 此 ， 我 们 考虑 短 正 合 列 


， ao ， 
0 一 im4+ic 一 - > kerd4。 -一 CC) 0 
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ie 有 站 国 


二 中 局 是 月 然 同 态 驶 射 。 
因为 4 是 于 组 横 ， 玫 有 筷 正 合 列 
1 (CO 1100 8 


0 一 一 > CO 二 1 -一 一 一 > /4A， Ss K ETA,— 


> AsGOFH Ce) 


——>» 0 


从 而 行 A 正治 he 


Sn Tin 
0 一 一 > 十) (~ 4,00ImMmA, ,1)—> (十 ) { . 了 CC SOKerA 7 .一 一 3 
nT 十 9 一 PP 十 和 到 首 
Oh Cp O00) sp 《C) ) 一 一 -> 0 ~ 


了 十 和 一 


其 中 5 DD (la), 7 一 由 (1.C908,). 轩 } 比 


HD CCA) ED (ACOkerA)) /ime, 


四 十 全 一 站 时 十 = 


站 5 出 (Go) 及 d,= 2 iry gL1 ( (一 1 


P+4=n 


Ay) Tp 4 | i 可 人 认为 Ct (CoOKerAy = kerd,, 110 c, 一 


六 二 有 mm 和 
id 因此 图 (41;@ HO) kerd /im 和 ,4 所 以 


H.CACC) (ACO FH, (CC) ),. 
引 理 35,4。” 设 已 给 R- 里 对 图 ， 


其 中 后 而 一 行 是 平 合 列 ; a 村 的 三 角形 正 合 证 电 tm = KEr 
img= Kern ，imn=kers 。 则 在 在 瞧 :的 开 - 上 映射 cc， Pr 
储 约 | : 
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0 > 大 ”> -0 


中 ， 左 、 布 两 个 三 角形 都 是 交换 图 ， 且 
后 C 
0 < 一 双 < 一 人 < 一 2Z< 一 0 
是正 合 列 。 
证 ”其 证 明 是 常规 的 ， 语 读者 自己 完成 之 。 
35.2 Kinneth 定理 
定理 35.1 (Kinneth 定理 ) 设 已 给 一 个 布展- 复 形 


OQ p+ ds 


A A o> A 


> /A ->... 
证 该 其 子 复 形 CZ={tLC.jnrnEZ 及 B={B,InEZ} 都 是 平坦 复 
形 。 其 中 Z .=kerd.， 了 ,=Iimal。 则 对 任何 左 天 - 复 形 

A A， 


C., ‘Cor -一 一 > 一 一 > 人 1 一 全 


对 于 每 个 整数 xn， 便 有 短 正 合 列 


‘9 


o> 图 HMO HAADO > @ 
Tor®*(I1,(A), Hs(C))-—> 0， 

用 ea 及 BB 对 于 4 及 C 是 自然 的 ， 则 对 十 满足 和 .4 同样 条 件 
的 右 R- 复 形 4 及 任何 左 RR- 复 形 C’*， 对 于 任何 链 上 映射 f: 4 一 > 
4 及 g:C 一 >C'/， 有 交换 图 ， 


a pb 
0 一” 中 (H(A OH CC)—> H(AYVC)—> 
| / 


cf B 
P+ 
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be ET dle Pi ri hf 


-> mB Torr(H,(A), Hi(C)—>0 


Pwl | 


vy 
-一 > 全 Tor*(H,{.A’), Hi(C’))— 0 。 


了 十 4 一 下 到 | 


证 ”首先 有 短 正 合 列 


1 ， T 
(一 一 一 汪 Z (一 > AA, 一 一 人 B,) 一 0 


其 中 式 ， (x)=d, (Xx), yxXE.A4,. 
”由 子 复 形 的 定义 知 4 的 了 复 形 Z 及 BB 的 微分 是 9。 因此 有 交 
换 图 ， 


1 一 | 


调整 下 标 ， 命 B+ = {(B+) lncZ}，dtr={f(drslnEcZ)， 
其 中 (B87),= Bt，(d1),= 0、 则 (B+, d+*) 是 有 0 微分 的 平王 
且 有 链 映射 短 正 合 列 


0 一 > 了 7 一 >4 一 >B+ 一 > 0， 

疏 据 绚 理 35.2 知 有 链 映射 正 合 列 

Torr( BC) 一 COC- 4COC->DP+COC- 0. 

因为 《Tora ( 呈 + CT)) = 中 Torr( (+ Cr)， 而 (BT+) ;是 

平坦 模 ， 故 《Tor*(B+,C))。= 0， YmEZ。 因此 有 链 陕 射 知 
正 合 列 

0—->ZLOOC—> AWC—> BOC—>0 
这 交往 到 长 正 伟 列 
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GE ee — Em 一 一 一 -一 -一 一 一 -一 -一 -一 OC wn 


I,(ZOC) > HAC -> HH, BOC) 
-> HH,,， (LC) ->，… 


它 可 以 写成 分 次 模 的 下 合生 角形 的 形式 ， 


HB'OC)————— IZ OC) 


~ 


Fr ASOC) 


因为 B+ 及 Z 都 是 有 0 微分 的 平坦 复 形 ， 故 据 引 理 35.3 知 
(DC)) EB+OH ,Cs, 
(Hy (ZO ELONH, (C)),, 
二 是 再 根据 已 " 与 如 的 关系 ， 误 得 到 分 次 模 正 合 三 角形 


BA HC) 


FOH{ CC) 


的 


Ho 4 CC ) 
义 、 由 和 链 有 映射 短 正 合 列 
0—>B——>/Z—>/,..A)—S>0 
据 马 | 埋 35.2 知 有 区 映射 正 合 列 
Tor?(Z, HelC))~> Tort (FH, CA), DH*(C))—> BBO, (C)—»- 
ZO (CI>He AO C)—0,. 
可 为 Z- 是 平坦 复 形 ， 天 (Tor?(Z, Hs(C)))。 
一 Tory (Zp, H,(C)) = 0. 于 是 有 链 有 映射 图 ， 


( 搂 下 》 
0—* TorB(H(A), Ha(C))——» 谋 T 


TE ET ep Ee Oo 


Er 
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SOHO)— >ZOH Cr Ha AGHeC)—0 
NA 
好 ADC ) 
共 中 上 面 一 行 是 正 合 列 ， z 中 间 的 三 角形 是 正 合 的 ， 这 样 ， 由 马 | 理 
35, 4 知 有 正 合 独 


Tori({in CA), {i,(C))—> 0. 


办 上 比 对 于 每 一 个 整数 n， 有 短 正 合 列 


a f 
0 一 PD (CDPDOH,C))—> HAC)—> 


P+go” 


0 Tori(H, (A), H(C))— 0, 


?+ nm 


其 中 &, 可 由 以 上 步 喀 定 出 ， 由 此 可 以 证 明 a 及 B 对 于 4 及 
C 是 自然 的 . 
推论 35.1 设 已 给 一 个 右 R- 复 形 (4，d)， 且 每 一 个 Z.= 
kerd, 及 及,( 人 4 都 是 投射 模 ， 则 对 任何 左 R- 复 形 C， 对 于 每 一 个 
整数 n， 有 
,B® (HM OH CO)) HAC). 
证 因为 厅 .( 人 4 是 投射 模 ， 故 短 正 合 列 


0 一 B,C— 2 一 万 14) 一 >0 


可 裂 ， 从 而 B, 是 Z, 的 一 个 直 和 项 .这 里 B.=imd.ti。 因此 有 
是 投射 模 ， 

这 样 ，Z 及 都 是 六 几 复 形 。 故 由 Kunneth 定理 知 有 正 
合 列 
0 > CC AO CO) —> HAC) 一 > 
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i -人 - 


中 Torcrr10 h), H(tC)) -> 0., 


了 十 


因为 再 (4) 是 投射 次 ， 牙 二 TorrCE 4 ECC)) 


-=:0， 央 此 右 
(FOOD ) FH, CAOC), 


P+: 
35.3 〖&unneth 公式 


2 了 证 明 KKiinneth 公式 ， 我 们 先 证 明 下 面 引 再 ， 
引 理 35.5 ” 设 及 是 右 遗 传 环 。， 若 《A4, A》 是 一 个 RR- 复 形 , 
阳 存 在 -一 个 投射 布 玫 - 复 形 已 及 一 个 链 映射 p: P 一 4， 使 得 对 于 每 
一 个 整数 nn， 国 调 跨 射 
HP: H.(P)—>H.(4) 


时 滞 枸 省 射 。 


证 先 命 Z .= kerA,，B,= im ri, 
过 于 每 “个 Z.， 丰 一 个 投射 右 天 - 模 广 。 玉 一 个 在 全 -证 射 
Pa 三 .一 六 一 ， 
1 -Ft 
人 三 "= Pn BB, ) 是 BB， 有 还 入， HE 上 | 忆 是 右 玩 fs 环 知 ,是 


投 导 五 民 - 借 。 于 是 命 1 于 了,， 镀 有 有 有人- 映射 
On J 2 A 伍 下 图 交 措 . 


| hp | 
A, 
a pry 
上 廊 民 - 袜 形 
oh ") tn 
rf na) > Vn) Po -Cn) ? (n) 
有 量 六 FT 一 全 和 多 一 一 一 > 亿 | 一 一 一 > “" "~ 
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pr 


WW , (p=nt+1) ) 
XX ,= VV 9 (p= 1) 9 ‘| 


(p=n+1) 


利用 交换 图 
d 
和 se 0 — yp 0 — > XY > "> 0 -> 0 —>... 
z ;jr rn) | 
A. “YAY A A A> AY A 
束 得 到 一 个 链 喘 射 
fi, XA'"—>4, 
其 中 
0,，( 旋 =2 十 1) 
六 — 07 ,, (p= 71) 
0 ， (其 余力 ) 
由 复 形 .XY“"’ 的 定义 知 


. YY ‘fimad i -一 VV /IY,, (p -一 nn) 
Hs(X™) = 


0 9 ( 访 尖 7 ) 
疤 虑 同调 映射 
Hf HX =V/W,.—>H,(A)=2,/B, 
xX+H > (x)+B,= 9,.(x) +B, 
由 gg。 是 满 射 知 右 ,(f'") 是 满 射 ， 由 矿 ,=p-1(B,) 刘 
-4A1.(f'") 是 单 射 。 故 态 ,(f"*)) 十 同 构 上 映射。 
我 们 冉 作 布 R- 复 形 


Br+l Br 
Pp: hr >P—— > Pr 
其 中 
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(0 KG) > Ce Cx), dP tx + ), 0) 
这 里 x EX 

因为 每 一 个 XX?’' 都 是 投射 模 ， 故 每 一 个 个， 部 是 投射 异 . 内. 
此 书 是 -个 投射 复 形 。 

容易 验证 有 交换 车: 


Bri+l , / z 
P， > posP, 8 > 忆 一 >… 


1 0 | | 7) | 下 0 | | 


人 

其 中 XX 0) 二 0， 
于 是 得 到 链 上 映射 
tf'7,. Py>X'?) 

从 而 得 到 同调 映射 

HD), HP)—— > HK) = Ximd',, 

人 

寺中 GX) Ekerg,, 

由 广 ” 的 定义 知 当 i 了 pp-1 且 1 二 pp 时 XX, = 0. 因 此 兰 
jp 一 1 县 i 了 时 x= 0。 所 以 GX X12， ) = 
(-.…,0, x X00,，…) .你 ， 到 《〈《…，0， X 1)， x 0 .…) 
EKkerg 有 时 ，( 人 09d9CxXw dx ),0,.…) = 0 由 于 

2 =7J 1 是 单 射 ， 故 xy = 0。 因 此 实际 上 证 
Hs), 万 ,( 忆 ) 一 一 一 一 万 (XGOD) = XP/im ad， 
Co Oo XG 10) Fimgsrit—> XH + imd i ,. 
当 xeEimd 时 ,有 yy EX 使 x= dy 《(y 半 1)。 
元 0, X05 5) = C0, dS Cy 1), 0 7) = grri(, 0, 
y 训 10,…) Eimgs+1， 因 此 如 (1) 是 单 射 而 明显 知 太 , (1 
是 满 射 ， 所 以 五 ; (4'”) 是 同 构 映射 。 
现在 命 p= 了 ”tf ”， 则 得 到 链 映 冉 


2 1 2 1 
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np: 也 一 > -4 
忆 册 得 到 辐 调 映 喘 
Hsp): HP)--—>H,(A). 
因为 ;Cp) = ,CDH 站)， 而 及 (Fo 及 Hs) 
你 是 同 构 映 射 ， 故 妃 ，(o) 是 同 构 揣 射 ， 
现在 我 们 来 证 由 Ktinneth 公式 . 
定理 35.2 (Kiinreth 公式 ) 设 展 是 布道 传 环 。 若 4 是 平坦 
右 尽 - 复 形 ， 则 对 任何 左 尺 - 复 形 C， 对 于 每 一 个 整数 ， 恒 有 可 
双全 短 正 合 列 
0 一 甲 (01 国有 (CD 一 > 五, (A 一 > 
DD Tor?(H,(A), Hi(C))->0. 


P+I=ne!] 
证 ”因为 及 是 右 道 传 环 ， 总 出 定理 25.6 知 rDCR) 达 1, 从 
曾 由 人 生理 25.16 知 WDCR) 记 1 。 寺 是 由 定理 25,15 知 平坦 有 玉 - 
入 和 骸 字 错 是 平 卉 布 R- 可 。 这 村， 我 们 首先 知道 4 的 子 复 形 Z 及 B 


部 是 平坦 复 形 。 故 据 Kinneth 定理 知 有 短 正 合 列 
人 8 

0 一 -> (HAOIH CC —>H. (AC) 一 > 

® Torr(H;,(A), H.(C))—> 0. ( 甲 ) 


因此 剩 下 的 只 要 证 明 ( 甲 ) 可 裂 
(i) 我 们 先 考 虑 4 及 C 都 是 投射 复 形 的 情形 。 
首先 对 填 每 一 个 p EZ， 有 个 正 合 列 


0 一 > Z (一 Ab, 一 一 pp, 1—— 0 


因为 RR 是 右 遗 传 环 ，4A; 是 投射 右 R- 模 ， 政 其 子 模 有: 是 投 
射 模 ， 因 此 有 
A,= L,Y ,, Y ,eB,.1, 
命 9p: 27 一 > 六 04) = Lof/Bs 是 自然 同 态 上 映 壬 ， 并 命 g5: 
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mm 


Oo OO rie— 


Ay = Lp 一 Vs 是 2Z+ YF>2, 其 中 2 和 Lp yEL,, 则 命 


V4 二 ri9r 时 就 得 到 
sp. .4 一 一 > 人 (4)， 


国 理 洒 很 
py: Ce——> HC), 
才 是 有 准 一 的 同 态 映 射 
Es: (4COC) ,= 中 CAWC)—> DB (HAOHC)) 
席 ss(， (yy GrCocr …) 一 (1 Da (Gg) Oa Cs) py ) ， 
反 原 来 的 复 形 A，C 是 (A,A')，(C，A?)， 并 记 
H.(C) = 2,./B,, H(A00) = 2Z./B,. 
因为 Z .三 (4GOC) ,， 履 可 认为 
5 Za. DB HMOH(C)), 


可 知 B,CSkert,, 改 有 交换 图 ， 
on 


pA PH, (A) Hao! C)) 
An P+ = 
Hn ACOC) 


可 控 怠 证 ra= 工 ， 故 ( 甲 ) 可 裂 。 
Wi) 现在 芳 虑 一 般 情 形 ， 即 仅 设 4 是 平坦 复 形 ，C 是 任意 


壬 完 扬 引 理 35, 5 和 I 有 有 投射 复 形 已 ，Q 及 链 上 映射 f: PP 一 > 4， 
g: MH 一 >C 使 同调 映射 
Wf): HP)——> H(A), Hlg): IH(Q)—> HH, (CY 
人 翅 富 构 肿 里 ， 
因为 a,p 对 A 及 C 是 自然 的 ， 故 有 交换 图 ， 
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rr 一- 一 一 


/ / 
二 B 
0 -> + (HPOH CQ) —> HPOQ)—> 
pg 一 nn 
| 加 


(1 3 
> DHA CHO—> 这 ( OO0C) 一 一 > 


中 Torr(HP), Hi(Q))—>0 


p+ eee ;| 


. 由 or Hi(C))—>0 


共 中 .上 下 两 行 都 是 短 正 合 列 ，7， 上 5， 6 是 厅 (f1),H(g) 及 ff,g 
于 由 的 同 构 映射 ， 
由 DD) 智 下面 :一行 可 裂 ， 政 下 面 -一行 也 可 弄 ， 直 (由) 可 撩 ， 
(A) 及 (了 Y,A”) 是 两 个 左 R- 复 形 时 ， 命 
Hom(X,Y),.= {| Homs(X 三)， 


了 二 人 一 下 


并 对 万 EHomae(X 和)， 命 
DD.: Hom(X,Y).——— >Hom(X,Y),, 
(和 

其中 

gn.e= CC— DD fo Nt A CC Homs(X._;,,Y,), 
ptgqt1l=n (ptgq=7n-1). 则 (Hom (XX, 了 了), D) 是 -个 化 
展 。 又 记 H "(Hom (XX, 了 )) = 于 _,(Hom(XX, 了 )) .我 们 写 出 定理 
35. 2 的 对 供 : 

定理 35.3(Kinneth 公 式 )” 设 及 是 左 遗 传 环 ， 若 4 是 投射 左 
RR- 复 形 ， 则 对 任何 左 RR- 复 形 C， 对 于 每 -一 个 整数 n， 恒 有 可 
旬 的 短 正 合 列 


4 一 > |] Exts (万 (4 好 (CC)) 一 > 已 "(tHom(4,C)) 一 > 


| 


| [| Homs (FH, (A), Fl,(C))—>0. 
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六 系数 定理 


re 


习题 七 

不 及 模 的 维 数 
5 环 及 模 的 维 数 

6 Hilbert 合 冲 定理 


习 赴 八 


群 的 同调 及 上 同调 

2 7 ”准备 知识 

2 8 同调 群 

2 9 和 群 的 扩张 

3 0 上 同调 群 
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3 1 正 合 偶 
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